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Uvod

Matematika rozvija u Ziakov matematické myslenie, ktoré je potrebné pri rieSeni réznych
problémov v kazdodennych situaciach, kedy sa musia pouzivat matematické modely
myslenia a prezentdcie.

PredloZend ucebna pomécka je zamerand na niekolko tematickych okruhov: ¢isla, premenna
a pocCtové vykony scislami; vztahy, funkcie, tabulky, diagramy; kombinatorika,
pravdepodobnost, Statistika; logika, dévodenia, dokazy.

Matematicky obsah je roz€leneny do 16 kapitol, pricom kaZda kapitola obsahuje stru¢ny
teoreticky Uvod a nasledne ulohy na precvicenie. Vychddzajuc z uéebnych osnov pre odbor
Kozmetik a Pracovnik marketingu su ponuknuté témy redlne Cisla a ich zakladné vlastnosti;
mocniny; vyrazy spremennou; percenta apomer; urok; vyroky; mnoziny a Vennove
diagramy; vSeobecne funkcia ajej vlastnosti; linedrna funkcia ajej vlastnosti; linearne
rovnice, nerovnice a sustavy; kvadraticka funkcia, rovnica a nerovnica; goniometricka
funkcia, rovnica a nerovnica; zdklady kombinatoriky, teérie pravdepodobnosti a Statistiky.

autorka



1. Realne Cisla a ich zakladné vlastnosti

Zavedieme oznacenie zakladnych ¢iselnych mnozin:

Prirodzené cisla su Cisla 1,2, 3. .... Sucet a sucin prirodzenych &isel je prirodzené Cislo. N -
mnozina vsetkych prirodzenych Cisel.

Celé cisla su vsetky Cisla, ktoré moZeme vyjadrit ako rozdiel dvoch prirodzenych Cisel. Stcet,
sucin a rozdiel celych Cisel je celé Cislo. Z- mnoZina vSetkych celych Cisel.

Racionalne dcisla su vSetky Cisla, ktoré je mozné vyjadrit ako podiel celého a prirodzeného
Cisla. Sucet, rozdiel, sucin a podiel racionalnych Cisel (okrem delenia nulou) je racionalne
¢islo. Q- mnoZina vsetkych racionalnych Cisel.

Iracionalne disla su Ccisla, ktoré moZno vyjadrit v tvare nekonecného neperiodického
desatinného zlomku. Napriklad v2 = 1,41421...., m = 3,1416... — su neperiodické desatinné
¢isla. I- mnozina vSetkych iracionalnych Cisel.

Zjednotenie mnoziny racionalnych a iraciondlnych ¢isel tvori mnoZinu realnych cisel. R-
mnozina vsetkych redlnych Cisel.

V obore realnych Cisel R je kazdé redlne Cislo znazornené na Ciselnej osi prave jednym bodom

a naopak, kazdy bod Ciselnej osi je obrazom jedného redlneho disla.

Z vyssie uvedeného vyplyva, Ze medzi jednotlivymi ¢iselnymi mnoZinami plati nasledujuci
vztah:

NcZcQcR
IR

Qcl=R

S P v Ly 2 .
Existuju aj komplexné cisla (C). Je to mnoZina Cisel tvaru: a + bi; pricom i = -1; a — redlna
zloZka, bi — imaginarna zlozka



Mnozina redlnych c¢isel ma nasledovné vlastnosti:

1. Je usporiadand, pre kazdé dve redlne Cisla a, b plati prave jeden zo vztahov: a = b,

aleboa<b,aleboa>b.

2. Medzi dvomi lubovolnymi redlnymi ¢islami a, b, pre ktoré plati a < b, existuje aspon

jedno realne cislo c tak, abya<c<b.

3. Je uzavretd vzhladom na sucet, rozdiel, sucin a podiel, t.j.

a podiel realnych Cisel je redlne dislo.

4, MnoZzinu redlnych Cisel je mozné znazornit na Ciselnej osi.

v

Ku kazdému redlnemu cislo existuje jeho absolutna hodnota.

sucet, rozdiel, sucin

6. Kazdé nezdporné redlne Cislo ma druhd odmocninu, ktora je tiez redlne Cislo. Naopak,
Ziadne zaporne redlne Cislo nema druhd odmocninu, ktora by bola realne cislo.

Pre kazdé a, b, c € R plati:
1. Komutativny zakon:
a+tb=b+a

a.b=b.a

2. Asociativny zakon:
(@+b)+c=a+(b+c)

(a.b).c=a.(b.c)

3. Distributivny zakon:
a.(b+c)=ab+a.C

4.a.b=0<=>(a=0Vb=0)
5.a/b=0<=>(a=0"b#0)
6. vlastnost 0, 1

a+0=a
a.l=a

7. monotoénnost séitania vzhladom k nerovnosti:
a<b,taka+c<b+c

8. tranzitivnost

a<bab<c,taka<c

Vzdialenost obrazu redlneho Cisla od pociatku
hodnotu redineho &isla |a|, ktora je definovana:

a20,|al=a
a<o0, |al=-a

Ciselnej

osi

udava absolutnu



Vlastnosti absolttnej hodnoty:

1. Pre kazdé redlne Cislo a plati [a| 20, |-a| = ]al, |al 243, |a] 2-a
2. Pre kazdé dve redlne Cisla a, b plati: |a.b| = |a]| . |b]
la/bl|=lal/|bl
la+b|<|al+|b|l,bz0

Kazdé iraciondlne Cislo je vyjadrené nekonec¢nym neperiodickym desatinnym rozvojom.
V praxi uréujeme iraciondlne cislo pomocou jeho aproximacie, predpisom, ktory umozni
vypisat Cislicu na [ubovolnom mieste desatinného rozvoja, popr. pracujeme
so zaokruhlenou hodnotou redlneho ¢isla alebo s odmocninami.

Zaokruhlovanie ¢isla a na jednotky daného radu k (na desatiny, tisiciny, stovky, ...) robime
nasledovne:

e vsetky Cislice nizSich rddov vynechdame a vypustené Cislice nahradime nulami

e ostatné Cislice ponechame s pripadnou zmenou podla pravidiel zaokrdhlovania:

e ak je prva z vypustenych Cislic mensia ako 5, potom sa posledna Cislica nemeni —
hovorime o zaokruhlovani nadol

e ak je prva z vypustenych Cislic vacsia ako 5, potom sa posledna Cislica zvacsi o 1 —
hovorime o zaokrihlovani nahor.

7 vrs

Velmi velké &isla alebo malé &isla vieme zapisat zjednodu$enym zapisom a.10", kde 1< a <10,
ne R.



Ulohy na precviéenie

1. Na ciselnej osi znazornite realne cisla:

3w —m —1; 142 5; 0,25: —/3.
2. Ktoré z nasleduijucich cisel su racionalne:

VB 40,12 VBVE: VB(WE+2): (1+VE)(1-v3): 0,12.0,T% Vi VE:

3. Usporiadajte dané trojice Cisel:
L g 35 BV V2, -1,41,-1,4; -1 234231

*1LE 157

4. Napiste kladné raciondlne cislo mensie ako 0,000 001 a kladné raciondlne cislo mensie
ako 0,000 001.v2.

5. Zistite, Ci platia nerovnosti:

3—v2-2>0
4—‘\//__§:}{]

T — 8+ In(2) > 0.

6.Zapiste cisla ako mocninu so zakladom 10: stotisic, 3 miliardy, 15 milionov, 28 biliénov,
22 tisic, 2 biliardy, tristotisic, 9 miliénov, 300 milionov, 1 milion 380 tisic.

=

7. ZapiSte v tvare a.10": Pri Galapagach narazil tanker do skaly a spdsobil obrovsku
ekologicku katastrofu. Do oceanu vytieklo 600 000 ton ropy a 300 000 ton vykurovacieho
oleja. Pri Brazilii sa potopila do mora najvicsia ropni ploSina na svete, ktorej hmotnost
bola aaZ 33 000 ton a na jej palube bolo 1 500 000 litrov ropy, ktora za¢ala unikat do vody.
Oz6nova diera nad Antarktidou ma 25 000 000 km?>.

8. Vypocitajte:
a) 8-10°4+5-10°+2-10°+6-10+1-10°
b) 3,8-10°+1-10°+26-10°-8-10
c) 51-10°-29-10°-2,4-10+ 3 - 10°



2. Mocniny
Definicia

Pre kazdé acRa ne N plati: a" =a.a.a..a.

n—krat
a" - mocnina
a — zaklad mocniny

n — mocnitel (exponent)

Vety o mocninach:
r+s

Pre kazdé acRa r,se N plati: a".a®* =a"".

r

a
Pre kazdé ac R—{0}a r,s e N plati: —=a
a

r-s

r.s

Pre kazdé ac€ Ra r,s e N plati: (ar)S =a

Pre kazdé a,b e Ra r e N plati: a"b" = (ab)".
- _a” (a)
Pre kazdé a,be R,b=0a r € N plati: F:(Bj .

Pre kazdé acR,a=0a plati: a® =1.

Pre kazdé ac R,a=0a pre kazdé me Nplati: a ™™ =—.

Pre kazdé a,b e R—{0}a z € Z plati: (%j = [gj :

Definicia
Druhd odmocnina z nezdporného readlneho Cisla a je také nezdporné Cislo x, pre ktoré plati:

x2 = a. Pideme Xx=+/a .

N je prirodzené Cislo. N-ta odmocnina z nezdporného redlneho ¢Cisla a je také nezaporné
Cislo b, pre ktoré plati n" =a. PiSeme b= 1a.

a - zaklad odmocniny

n - odmocnitel



Vety o odmocninach

Pre vietky nezdporne &isla a, b a pre kazdé prirodzené &islo n plati: Vab = Yadlb .
y . o . la Ya
Pre vietky nezdporne Cisla a, b (b#0) plati: n/— :£.
b b

Pre kazdé celé Cislo s, kazdé kladné redlne Cislo a a kazidé prirodzené Cislo n plati:

(Q/ET =Va’.

Pre vsetky prirodzené Ccisla m, n a pre kaidé redlne nezdporné Cislo a plati:
¥z = 3@ =42

Pre vietky prirodzené &isla m, n, p a pre kazdé nezaporné &islo a plati: "Va*" =Va" .

1
Pre kazdé kladné reélne &islo a, pre kazdé prirodzené &islo n plati: ¥/a =an.

Pre kazdé kladné redlne Cislo a, pre kazdé celé Cislo m, pre kazdé prirodzené &islo n plati:



Ulohy na precviéenie

1. Usmernite zlomok:
1

a) )
V3-414

J6
2

3-45
) 243
\/§+2

2. Najprv ¢iastocne odmocnite a potom vypocitajte:

a) 2/8-B8+11J72
b) 3¥54 + 4316 -2 + 61128

b)

c)

3. Pomocou viet o mocninach a odmocninach vypocitajte avysledok uvedte v tvare
mochniny aj odmocniny.

4
a) x2 Zfy® A%
3

5
y
2 3

b) 5%25%.12572.625*

c) 4\/3\/3_6
4. Urcte pre aké b ma vyraz zmysel: \/7b — 4

5. Vypoditajte:
1 1

o [ 5 5)

21 12
b) JT+a)| - =2
( )( 27 T +1j
2
0 J3+411 .\ J11-4/3
J3-V11 V11443
6. Zaklady mocnin rozloZte na prvodisla, potom zlomky kratte:
) 6.22°15°2"
107.12°33°
3n-1 gn-1 2n-1
b) 6 2n—.49 nlO 1-n
30°"".32"12
7. Vypocitajte bez pouzitia kalkulacky:

a) [%j_z +2 4+ (-1) .(— %j_z




-2

b) {BZT ~(31)+ 1}

c) [2x‘1 +(2x)" +(x+2)* r.(x +2)°
d) x‘l.(l— x‘z)(1+ X )_1.(x‘2 —x* +1)

8. Upravte a vysledok zapiSte pomocou mocnin prvocisel:

15* .64 { 14° T_

3l (62.70)2 30°-128
30722 (64Y
b 238 \81)

9. Upravte a urcte podmienky:

422\’ (2a%h2)"
o232 ' e =

10. Upravte:

Ox —4x7*

(3+ 2x‘1)><‘1 -

11. Ciasto¢éne odmocnite:

{/48a°p" =

12. Usmernite:

32-12
-J2-+a

13. Upravte s podmienkami

a ,la® &’ _
SR e




2

4x2 -1\
b) | 3x+6

14.Vypocitajte a upravte vyraz, zapiste s jednou odmocninou:

15,/0,2 + 4+/45 + 5 6 _

o



3. Vyrazy s premennou

Algebraicky vyraz
zapis obsahujuci ¢isla, premenné, znaky operacii a zatvorky
1. mnozinovy vyraz: (A CB)CC
2. Ciselny vyraz: v3
3. s premennou: 8x —3
4. lomeny vyraz 5/x
Uprava vyrazu — nahradenie vyrazu inym vyrazom, ktory sa mu na dane j mnoZine rovna a ma
Ziadany tvar. MOzZe mat tvar sucinu, neobsahuje odmocninu v menovateli.
Zjednodusenie vyrazu — Uprava na zakladny tvar (¢o najmensi poCet premennych, zatvoriek, a
operacii)
Defini¢ny obor vyrazu — mnozina hodn6t premennych, pre ktoré ma dany vyraz zmysel.

Mnohoclen = polyndm n-tého stupna

P n n 1
vyraztvaru: a,x +an.1X +...+ta1x +ag;kdeap,an-1,....,a3,ap0 € R;neN
n = stupen polynému

an = koeficient

napr.
2x5—4x3+1=0
ag =2 a=0
asg =0 a1=0
a3=-4 ao=1

Pri pocitani s mnohoclenmi vyuzZivame tieto vzorce:

2 2
(a+b) = a’+2ab+b

2 2 2
(a—b) =a 2ab+b

(a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3
(a—b)3=a3—3a2b+3ab2—b3
a~b’=(a+b)a-b)

a —b>=(a-b)a’+ab+b)

a>+b =(a+b)a’-ab+b’)
at—b%=(a-b)a+a’b+ab +b)



Ulohy na precviéenie

- , 2
1. Uprava vyrazov pomocou vzorcov (a +b)

a) (u+v)2
b) (x+5)
o (L0+y)
d) (4x+y)
e) (3a+50)
f) (ab+cd)
g (u—-v)
h) (x—4)
) 8-yf
) (x=2y)
k) (3c—5d)
) (ab—cd)
2. Umocnite podla prislusného vzorca:

a) (l+x)2
b) (2x+y)
o (2x-7y)
4 (2-yf
e) (~x+yf
f) (2x+3z)
g (-6 1)
h) (xyz—3)2

Spravnost overte dosadenimza x=1,y=-2,z=3

3. Napiste ako druhi mocninu dvojclena:
a) x> +6xy+9y°
b) a’—14a+49

1, 1 1,
c) —y ——yz+—z
4y 3y 9

d) 0,01+0,04c+0,04c>

4. Doplite vyrazy tak, aby kazdy vyraz predstavoval druhti mocninu dvojclena:
a) a*—-2ab+*
b) x?—*+1
c) 4x*—12x+*
d) 9u’+*+16
e) 49—14e+*
f) *+dmn+n’



g) *-30v+25
h) *+14cd +d?
i) ¢*—*+64a’

) *-6xy+9y°
k) 4m* —*+s’
) k*—*+4d>

m) ¢* —*+9d°
n) 8lu’ —36uv+*
0) *—4rs+s’

. Dopliite na vynechané miesta vyrazy tak, aby platila rovnost:
a) (a+*)’ =da® +6a+*

b) (3a—*)’ =*—24ab+*

c) (* +2xy)2 =25z% ¥ 4%

d (*—*) =4x’ —*+16y"

. Zistite, €i plati rovnost:

a) (x+y) =(y+x)

b) (a—b) =(b—a)

o) (-2x+y) =(-y+2x)

. Vypocitajte:

a) (a-1y—(a+2) +(a-3)
b) (d+cf +(d-c)

o) (2y—-3z) +(By+2z)

d) 4(x+3y) —(4x+3y)

. Vypocitajte nezndamu x, ak plati:

a) x*—(x+3)=-3

d) 4(x+0,2) =(2x-0,2)’

. Rozlozte na sucin:

a) p+2p+1

b) p*—4p+4

c) 4x’ +4xy+y°

d) x> +6xy+9y°

e) 16m> —8mn+n’

f)  25m* —70mn+49n*
g) 9+12r+4r’



h) 81-108r+36r°

i) ulv?+24uv+144

i) utv —6uv+1

k) a’b®+2abc+c’

)  a’b* —6abc+9c?

m) 16—56xy +49x°y’

n) 100x°y* —120x)z +36z°
0) m’—5m+6,25

p) r*+4r’s+4s’

a) 0,01p> —0,2prs+r’s’
r) 9s*—12rs+4r*

10. Z danych vyrazov vyjmite (— 1) a upravte na sucin:
a) —x*—6x-9
b) —y>+10y-25
c) —9m® —24mn—16n>
d) —49p° +126pg—81q*

11. Urcte hodnotu vyrazu pre a = 2: — 1 °*

1+—
a

r+1 r+1

2r

12. Urcte hodnotu vyrazu prer=-2ar= \/6:

13. Uréte hodnotu vy ik
. Urcte nodnotu vyrazu pre x =—1. s _ =
yrazup 2%° +2
a+b a-b 1+b?
a_b asb > b
14. Zjednoduste vyraz: : a2 + b2 .i_g+1 =
a?-p? b* b

15. Upravte: . —
P ( 4x? -1 T x*+8 2x*—x

X — X+Yy
X+ " X
16. Upravte: Xy X-y =
Xy
2.7
y X

17. Uoravte: [(n+2)3_ n3+4n2+4nj n_
- Tpravie: n-2) ‘30 -12n+12)°3

X2 —2Xx+4 2x% +Xx x+2j 4 X+4
X2 +2X 3-6X

+ —
r’—2r r’+2r r?-4



2
X Ax—
18. Zjednoduste: ———; _y(4 y4) =
X“+y X" -y

m* —m

19. Zjednoduste: ————
d 2m? +2m+ 2

20. Upravte vy (i 1)'(a 1_2a2+1J—
. Jpravie vyraz: l . 1_a =

x*+9x+14 x*+6x-7
x? —x—-12 "'x* -2x-15

21. Upravte vyraz:

22. Urcte definicny obor vyrazu:

a) 222 ) X rx_2

3-x X*+X-2
; z+1 ..
23 Prez e (— 1,1) sa vyraz —4 rovna vyrazu
1+ 2 5
(z-1)
a) 1-z b) z-1 1 1




4. Percenta, pomer

Pomer je vztah medzi dvomi veli¢inami, ktory nam vyjadruje podiel medzi velkostami tychto
veli¢in. Z pomeru vieme povedat kolkokrat je jedna veli¢ina vacsia resp. mensia ako druha.

Zapis: / X: ."\
prvy ¢len pomeru druhy clen pomeru

Dve cisla (veli¢iny) m6Zeme porovnat iba v pripade, ak si uvedené v rovnakych jednotkach:

Percento (1%)

. z urcitého vymedzeného mnoistva predstavuje jednu stotinu (1/100) z tohto
mnozZstva
. ak si rozdelime jablkovy kola¢ na 100 casti, tak jedna Cast z tohto kolaca predstavuje

jedno percento
Pri percentdch rozliSujeme nasledovné zdkladné pojmy:

. zaklad: standardne v literature oznacovany ako ,,z“ je hlavna Cast, resp. zadany celok,
z ktorého budeme pocitat pocet percent. Plati pren vztah:

zdklad = éast zdkladu/pocet percent

. ¢ast zakladu: je to v éislach vyjadrené urcité mnoistvo zo zakladu, resp. je to
mnozstvo zakladu vypocitané na zaklade prislusného poctu percent. V literatire ho
Standardne ndjdeme oznacdené ako ,,¢“. Plati pren vzorec:

¢ast zdkladu = zdklad * pocet percent

. pocet percent: nam hovori, aku cast z hlavného zdkladu mame. V literatire ho
Standardne najdeme oznacené ako ,,p“. Plati pren vztah:

pocet percent = East zdkladu / zdklad
Percenta méZeme vyjadrovat troma spdsobmi, a to ako
e zlomok=%

e desatinné ¢islo =0,5
e stonasobok desatinného cisla [%] = 100*0,5 = 50%
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Ulohy na precviéenie

1. Pomer hran podstavy kvadra a : b =2 : 1. Pomer kratSej hrany podstavy a vysky b :c=2:
5. Aky je pomer dlhsej hrany podstavy a vysky ?
A.4:5 B.1:5 C.5:4 D.4:6

2. Dizka Gsecky AB je 35 m. Najdi vzdialenost medzi stredom usecky AB a bodom, ktory ju
deli v pomere 2 : 3.

A.1,5m B.2,5m C.3,5m D.4,5m

3. Mierka mapy je 1 : 20 000. Turista kracajuci rychlostou 6 km / h prejde trasu, ktora je na
mape dlha 2,5 cm, za ¢as:

A.0,12 hod. B.1/12hod. C.5/12hod. D. 0,05 hod.

4. Aby maliar dostal taku farbu, aku potrebuje, musi zmiesat zelenu a Zlta farbu v pomere
4 : 7. Ak ma 28 litrov zelenej farby, kolko litrov Zltej farby by mal do nej pridat ?

A.11 B. 16 C. 49 D. 28

5. Detské ihrisko ma rozmery 50 m a 24 m. Na plane je toto ihrisko zobrazené ako obdiZnik
s obvodom 7,4 cm. V akej mierke je plan mesta?

A. 1:200 B.1:1000 C.1:2000 D.1:2500

6. Danka a Janka si rozdelili balicek cukrikov v pomere 5 : 7. Janka tak dostala o 4 cukriky
viac ako Danka. Kol'ko cukrikov bolo v balicku?

7. Zahrada v tvare obdiZnika ma na plane mierky 1 : 5 000 rozmery 8 mm a 11 mm. Aka je
skuto¢na vymera zahrady?

A. 950 m? B.2200m’ C.4400m> D.1500m?’

8. Turistickd mapa ma mierku 1 : 10 000. Skauti sa nachadzaju na stanovisti A. Najblizsie
stanoviste B je na mape vzdialené 14 cm. Za aky cas sa k nemu dostanu ak prejda 7 km za
hodinu?

A. 0,02 hod. B. 20 min. C. 2 hod. D. 0,2 hod.
9. Rozdel' 1 148 orechovv pomere2:3:4:5.

10. Akt mierku mapy treba zvolit, aby sme mohli na nej tsek dizky 5 km zobrazit useckou
dizky 2 cm?

11. Mierka mapy je 1 : 10 000. Trasu, ktora je na mape dlha 6 cm, prejde turista za 6 minut.
AKa je jeho rychlost vkm / hod. ?

12. Vykony dvoch kopirovacich strojov st v pomere 3 : 4. Stroj s vacSim vykonom namnozi
za hodinu 7 200 kopii. Kolko kdpii namnozia spolu za 5 hodin ?

13. Tri skupiny odbornikov si rozdelili zarobok v pomere 2 : 1 : 3. Vypocitaj, kolko zarobila
kazda skupina, ak druha a tretia dostala spolu 8 400 eur ?



14. Petrove a Misove vreckové bolo v pomere 5 : 7. Peter minul na darcek 15 eur, MiSo 19
eur a zvysok ich penazi bol v pomere 2 : 3. Kol'ko mal povodne kazdy z nich?

15. Peter, Jozef a Lenka si rozdelili 10 200 eur. Sumy, ktoré si rozdelili Peter a Jozef boli
v pomere 3 : 4. Sumy, ktoré si rozdelili Jozef a Lenka, boli v pomere 5 : 4. Kol'ko eur dostal
Peter?

16. Banka si Uctuje za poskytnutie sluZieb svojim klientom 13,5% z hodnoty poskytovanych
sluZieb. V akej hodnote poskytla sluzby, ak v danom obdobi inkasovala banka v hotovosti
678453180 €?

17. Nominalna hodnota jubilejnej cesko-slovenskej striebornej mince je 11€. Na
numizmatickej burze ju majitel predal za 31€. Vypocitajte zisk predavajuceho v %.

18. Pri vyrobe bavinenej priadze sa pouzilo 3 626 kg baviny. Pri spracovani bol 3%-ny
odpad. Kolko kg baviny bol odpad?

19. Tainé lano visutej lanovky sa predlZuje tahom asi 0 1,4%. O kolko metrov sa predizi
plne zatazené lano dlhé 982 m?

20. Pri vyrobe bavinenej konfekcie je predpokladany 3,5% odpad. Kolko kilogramov
tvoril odpad, ak na spracovanie zakazky bolo objednanych 4 570 kg bavinenej tkaniny.

21. V obchode s potravinami predali v januari tovar za 326 840 €. Vo februari sa zvysili
ich trzby o0 21,5%. O kolko € sa zvysili trzby v obchode s potravinami vo februari?

22. Vo flasi je 900g sirupu, ktory obsahuje 50% cukru, 15% malinovej, 10%
¢uéoriedkovej a 25% jablkovej stavy. Kol'ko gramov jednotlivych druhov Stiav je vo flasi?

23. Vyrobca predal podnikatelovi tovar za 24 350 €. Dohodli sa, Ze podnikatel dostane
20% odmeny z ceny predaného tovaru. Kolko € zarobi podnikatel, ak preda vSetok tovar?

24. Ro¢na odpisova sadzba danej skupiny hmotného investicného majetku je 15%.
Vypocitajte rocny odpis hmotného investicného majetku, ktory ma obstaravaciu cenu
286 454 €.

25.  Zasielka tovaru vratane obalu ma hmotnost 836 kg. Aka je hmotnost obalu v kg?
Tara je 12,5% z bruto hmotnosti.

26. Z celkovej produkcie cementarne pripada na vyvoz do zahranicia 71,3%. V beznom
mesiaci sa expedovalo do zahranicia 25 823 t cementu. Aka bola mesacna produkcia
cementu?

27. Zemiaky obsahuju 76,1% Skrobu. Kolko zemiakov potrebujeme, ak chceme ziskat
12,5 kg skrobu?

28. Zomletim p3enice dostaneme 81,5% muky. Kolko p3enice treba zomliet, aby sme
ziskali 2,5 t pseni¢nej muky.



29. Pri vyrobe konfekcie bol dovoleny 2,4%-ny odpad, ktory mal hmotnost 96 kg. Kolko
kg materialu sa muselo vyrobit, aby boli z neho mohli vyrobit kvalitné konfekéné vyrobky?

30. Hmotnost obalu (tara) je 64,5 kg, ¢o je 23,4% z hrubej (bruto) hmotnosti zasielky.
Aka je hmotnost zasielky?

31. Skola od zadiatku septembra vycéerpala na uéebné pomodcky 326 580 €, co
predstavuje 72,6% rocného rozpoctu. Kolko € sa rozpoctovalo na ucebné pomocky na
obdobie celého roka?

32. Z predaného tovaru si podnikatel od¢ital 13,5% odmeny v sume 3 658 €. Aka velka
bola jeho trzbav € ?

33. V 1kg bronzu na vyrobu lozZisk je 152 g olova, 85 g cinu a zvySok je med. Vyjadrite
obsah olova, cinu a medi v %.

34. Skutocné naklady na vyrobu istého vyrobku su spolu 7 483€. Z celkového objemu
skutoénych nakladov si mzdové ndaklady 4 396 €. Kolko percent tvoria mzdové naklady
z celkového objemu skutocnych nakladov?

35. Obstaravacia cena jedného solarneho kolektora bola 1225 €. Pri rekonstrukcii
budovy ich pouiili 30 ks. Vypoditajte kolko % z ceny kolektorov boli instalaéné naklady
vycCislené sumou 12 280€.



5. Urok

Urok je ¢iastka, ktord pefiazné Ustavy vyplacaju z pefiazi, ktoré si do nich uloZime. Napriklad,
ak si uloZzim do banky napr. 1000€, banka mozZe s nimi hospodarit — narabat, za ¢o mi vyplatia
spominany urok. Aky velky bude urok zavisi od viacero faktorov, a to od:

. velkosti vkladu
. dizky doby, pocas ktorej vklad v pefiaznom Ustave (banka, sporitelia) nechame
. druhu vkladu (z ktorého sa urok vyplaca) — istiny

Pri poéitani s percentami sme si zaviedli pojmy ako zaklad, poéet percent, a percentova &ast.
Ak si tieto pojmy premietneme do Urokovania, méZzeme povedat, Ze:

. zakladom je istina — finan¢na Ciastka, ktora je uloZzena v banke
. pocet percent - urokova miera — urcity pocet % z istiny
. percentova ¢ast > percentova €ast — teda Ciastka, ktord sa, zvycajne jeden krat ro¢ne

pripocita k istine

Pri vypoctoch budeme pouZivat tieto symboly:

[£3 412 T- s z
urokova miera.............. p
UrokK ..ceeeeeereeencccnennnennes u
urokové obdobie ........ t

Pre vypocet Uroku (pre jednoduché urokovanie) plati tento vztah:
,_z'p-t

100

Pri vypoctoch mozno poutzivat i trojclenkou.

1. Pani Kovacova si do banky ulozila 400€, pri rocnej urokovej miere 3%. Kolko eur jej
banka po roku pripiSe na Gcet? Kolko penazi bude mat pani Kovacéova po roku na téte?

Riesenie:

Dané je:

[ 4] o - 400€ ............. z

Urokova miera.........cccveeee 3%.ccccueenn.... p
urokové obdobie. .............. 1rok.......... t
UFOK coveeernriireeeeeeeee e, XE i, u

l. vypocet pomocou vztahu:
, z'p't 400-3-1

u
100 100

u=12€

Il. vypocet pomocou trojclenky:
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3 X
100 400

_ 400-3
100

x=12€
Po roku banka pani Kovacovej pripise na ucet 12¢€, teda, po roku bude mat na ucte 412¢€.

2. Kolko eur si pan Svitek uloZil do banky, ak po roku, pri rocnej irokovej miere 3,8%, mal
na ucte 2076€?

Riesenie:

urokova miera ............... 3,8%
urokové obdobie. ........... 1 rok
(13 4L = [t ?E€

2076€ oo, 103,8%
XE oo eneneneneeeneeenens 100%
_2076-100
1038
x = 2000€

Pan Svitek si na zaciatku urokovacieho obdobia vlozil do banky 2000€.

3. Andrej dostal na narodeniny peniaze. Rozmyslal, Ze ak si ich ulozi v banke, neminie ich
a po roku mu nejaké peniaze k tym ¢o dostal, este pribudnu. Pri ro¢nej irokovej miere 2%
mu po roku k ulozenym peniazom pribudli 2€. Kolko penazi dostal k narodenindm? (za
predpokladu, Ze si ich vSetky uloZil do banky).

Riesenie:
P e 2%

[ N 2€

| SOVPPPPPPPOUPPOPTOTTOTTOTOo 1 rok
Z e ?€

zo vztahu pre vypocet Uroku so vyjadrime z:
- 100

p-t

z:

Teda:
z=(2.100):(2.1)
z=100€
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Andrej k narodenindm dostal 100€.

4. Zvkladu 500€ banka pani Novdakovej pripisala na ucéet roku 12,50€. Akou urokovou
mierou banka vklad urocila?

Riesenie:

zaklad (2) ceeeeveeeiieens 500€
Urok (U) veeeevveeeecieeeennee, 12,5€
urokové obdobie (t) ....1 rok
urokova miera () ............ ?%

I. Vypocet pomocou vzorca — zo vztahu pre jednoduché drokovanie si vyjadrime p:
- 100
p ==

zt
Teda:
p=(12,5.100):(500. 1)
p=25%

Il. Vypocet trojclenkou:

500€ ......ccevveeeees 100%
12,5€ i, X%
12,5
x = 100
500
x=25%

Pani Novakova si vlozZila svoje peniaze na ucet s ro¢nou urokovou mierou 2,5%.

Dan z uroku

Doteraz sme pocitali s predpokladom, Ze k U¢tu sa po uréitom Urokovom obdobi pripisSe cela
vypocitana suma. V skutocnosti to vsak ,funguje tak”, Ze kazdy prijem $tat zdanuje, a teda aj
urok. To znamena, Ze zvypocitaného uroku banka urcitd Cciastku odvedie Statu. Na
Slovensku je v suc¢asnosti dan z troku 19%.

Vratme sa teda napriklad k prikladu 1, kde si pani Kovacova do banky uloZila 400€ a po roku
(pri 3% urokovej miere) urok, ktory sme vypocitali, bol 12€. V skuto¢nosti ale pani Kovacova
nemala po roku na ucte 412€, ale zo sumy 12€ banka eSte 19% odviedla statu. Kolko eur
teda mala p. Kovacova po roku na uéte?

UFOK weveeeeieeee e, 12€
dan z uroku (19%)............... X€
urok po zdaneni ................ 12€ - x
12€ e, 100%
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_1
* = 100

x=2,28€
urok po zdaneni: 12€ - 2,28€ = 9,72€

Banka po roku pripisala pani Kovacovej na ucet 9,72€, na ucte po roku mala teda 409,72¢€.
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Ulohy na precviéenie

1. O kolko eur vzrastie istina 17 830 € za 7 mesiacov a 23 dni (30,360), ak urokova
mieraje 12 %p.a.?

2. Kol'ko eur zaplatime, ak k dlhu 36 800 € musime pripoéitat 9 % urok za 8 mesiacov
a 24 dni (30,360) ?

3. Vypocitajte 8 % urok z 23 860 € za : a) 3 roky, b) 7 mesiacov, c) 245 dni (kal,365),
d) 245 dni (30,360)

4. Vypoditajte trok z istiny 23 600 € za 248 dni pri Grokovej miere 5 % p.a. Ulohu rieste
za podmienky (30,360) aj (kal,365).

5. Kol'ko eur uroku vynesie istina 35 740 € pri jednoduchom urokovani za 5 rokov ?
Urokova miera je 15 % p.a.

6. Urcte urok z kapitalu 10 000 € pri rocnej urokovej sadzbe 0,08 za obdobie od
15.1.2010 do 10.9.2010.

7. Aky arok v eurach zaplati diznik, ktory si na pol roka pozical 52 000 € pri 12% p.a.?

8. Aky kapital bol vloZzeny na vkladnu knizku, ak pri 4 % p.a. za 3 roky do nej vpisali
urok 12684 € ?

9. Pri irokovej miere 6% p.a. zaplatil dlZznik za 25 dni urok 1 060 €. Aka velka bola
pozicka?
10. Kol'ko eur investoval klient na ucte tro¢enom 8 % p.a, ak za 9 mesiacov mu bol

pripisany urok 3 000 €? (50000 €)

11. Aka je vyska kapitdlu, ktory vynesie pri jednoduchom urokovani za 5 rokov urok
26 805 € ? Urokova miera je 15 % p.a.



6. Vyroky

Vyroky
e oznamovacie vety, ktorymi sa vyjadruje nieco, ¢o je bud pravdivé alebo nepravdivé.

Pravdivostna hodnota
e za pravdivostnu hodnotu vyroku povazujeme pravdivost a nepravdivost vyroku.
Pravdivy vyrok: ,1“ P(V)=1
Nepravdivy vyrok: , 0“ P(V)=0
e pravdivostnd hodnota vyroku V: P(V)

Vyroky oznacujeme tlacenymi velkymi pismenamiabecedy.
ABC, ... Z

napr. ,Pariz je hlavnym mestom Talianska.” - nepravda, P(V)=0

Hypotéza
e vyrok, ktorého pravdivostni hodnotu sme doteraz neurci, domnienka,
e napr. ,Na Marse je Zivot.”

Axioma
e elementarne tvrdenie o vlastnostiach zakladnych pojmov
e tvrdenia, ktoré povazujeme za oCividné
P(V) = 1, nemusime ich dokazovat, plati to vidy,
e napr. ,Priamky na seba rovnobezné nepretinaju”
Operacie s vyrokmi

e 7 jednoduchych vyrokov moéZeme prostrednictvom spojok vytvarat suvetia,
ktoré povazujeme za zloZzené vyroky

o logické spojky: a (@); alebo (@); ak, tak (B); prave vtedy, ked (@)

1. Negacia vyroku
e negacia vyroku V: (V')
e ku kazdému vyroku V mdézeme sformulovat vyrok, ktory popiera pravdivost tvrdenia
obsiahnutého vo vyroku V
napr.

V: ,Dnes rano prsalo.”

V':,, Nie je pravda, Ze dnes rano prsalo.” alebo V': ,,Dnes rdno neprsalo.”

Vyrok Negdcia
Kazdy ... je ... Aspon jeden ... nie je ...
Aspon jeden ... je ... Ani jeden (Ziaden, nijaky) ... nie je ...
Aspon dva su ... Najviac jeden je ...
Aspon trisu ... Najviac dva su ...

2. Konjukcia



e zlozeny vyrok: Aa B
e oznacujeme ho A @ B, napr. ,,Mrzne a snezi.”

3. Disjunkcia =alternativa

e zloZeny vyrok: A alebo B

e oznacujeme: A @B, napr. ,Prsi alebo pada sneh.”
4. Implikacia

e zloZeny vyrok: ak A, tak B

e oznacujeme: A B, napr. ,,Ak mi nepomoézes, tak si ma nepraj.”

5. Ekvivalencia
e zloZeny vyrok: A prave vtedy, ked' B

e oznadujeme A B, napr. ,Sunku kipim prave vtedy, ked nedostanem saldmu.“

Tabulka s pravdivostnymi hodnotami

P(A) P(B) P(AEIB) P(AEB) P(ARB) P(AEB)
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

Kvantifikovany vyrok
e kazdy vyrok, ktory obsahuje kvantifikatory
e existencny kvantifikator , @ : , existuje”
napr. V: B xBIN; x>1

V:BExXEN; x@ 1

e vseobecny kvantifikator - @ : ,pre vSetky, pre kazdy“
napr. V: B xBR; x*+1>0

VB xER; x’+1 0 0




Ulohy na precviéenie

1. Na vecierok bolo pozvanych 5 kamaratov Karol, Laco, Milan, Tomas, Peter. Ich
odpovede na pozvanie mozno vyjadrit vyrokmi:

a) Pride Karol a pride Laco.

b) Pride Laco alebo pride Milan.

c) Ak pride Milan, potom pride aj Tomas.

d) Peter pride prave vtedy, ked' pride Milan.

Pre nepriaznivé pocasie nepriSiel nikto z nich. Rozhodnite, ktory z pozvanych neporusil
slub, teda , ktoré z vyrokov a) az d) su pravdivé.

2. Rieste ulohy s pravnickou problematikou. Ktoré z nasledujticich viet si negaciou vety?
a) ,Niekto nema prdvo na vzdelanie.”
e VSetci maju pravo na vzdelanie.
e Niektori maju pravo na vzdelanie.
e Nikto nema prdvo na vzdelanie.
e Kazdy ma pravo na vzdelanie.
b) , Niektoré skoly sa ¢lenia na fakulty.”
e Niektoré Skoly sa neclenia na fakulty.
e Ziadne $koly sa ne¢lenia na fakulty.
e Vsetky skoly sa ¢lenia na fakulty.
e Kazdd skola sa ¢leni na fakulty.

3. Ktoré z nasledujucich viet moZno povaZovat za vyroky? Vyrokom priradte pravdivostnu

hodnotu

a) Prsi?

b) Chod'a prines loptu!

c) Bratislava je hlavné mesto Slovenskej republiky

d) Bratislava je hlavné mesto Rakuska

e) RieSte nerovnicu!

f) Existuje snezny muz Yetti

g) Zaklady matematickej logiky

h) Ktoré cisla su delitelmi nuly?

i) Narysuj pravouhly trojuholnik, ked su dané jeho odvesny.

j) Susedné strany pravouhonika su zhodné. (Pravouholnik ma vSetky vnatorné uhly su
pravé)
(Pozor na rozhodnutie, najprv si precitajte nasledujuce vety, a potom sa zamyslite, Ci
tato oznamovacia veta spliia vlastnosti vyroku, ¢ je jednoznaéne formulovana)

k) Existuje pravouholnik, ktorého dve susedné strany su zhodné.
[) V kazdom pravouholniku su kazdé dve susedné strany zhodné.
m) Nie je tu.

n) (x+1)%=x2+1

o) Niekde vo vesmire existuju iné formy Zivota.

p) Obchod s textilom

g) Narodnd banka Slovenska

r) Zajtra bude v Dubnici prsat.



4. Nasledujucim vyrokom priradte pravdivostni hodnotu ,pravda“, , nepravda“
symbolmi:p(1),n(0)
a) Matematika je veda.
b) Kazdy Stvorec je Stvoruholnik.
c) Kazdy stvoruholnik je Stvorec.
d) sin30°=2.
e) Ludolfovo Cislo je racionalne Cislo.
f) (-1)°=-1

5. Sformulujte negacie vyrokov a urcte ich pravdivostné hodnoty.
a) 3+7=10
b) a1 #1+ Ja
c) Cislo 1025 je druhou mocninou prirodzeného &isla.
d) Nie je pravda, Ze V24 je dvojnasobkom e .
e) Hodnota vyrazu 3x—5 pre Cislox=7 je 15.

6. V nasledujticich suvetiach moZno najst &asti, ktoré si vyrokmi. Najdite tieto &iastkové
vyroky a slova, ktoré ich spojuju alebo uvadzaju.
a) Annasa udia Viera hra.
b) 13>0a13<20
c) Nieje pravda, Ze Jo =-3
d) Toto lietadlo leti z KoSic do Bratislavy priamo alebo ( toto lietadlo) pristava iba
na Sliaci.
e) Ked'¢islo 13 je parne, potom 65 je parne Cislo
f) Cislo 1001 je delitelné 13 prave vtedy, ked ¢&islo 143 je delitelné 13.

7. Zostavte vety, ktoré nie su z r6znych dovodov vyrokmi. Potom rozhodnite, ¢i su tieto
vety vyrokmi:
a) Zotritabulu a chod'si sadnut.
b) Ked nemas ¢o povedat, ml¢.
c) Ked nechces ist do kina, péjdes uz domov?

8. Vyijadrite pomocou logickych spojok obsah tychto sprav o pocasi.
a) Neprsiani nefuka vietor.
b) Je zamracené, ale neprsi.
c) Dnes snezi, zatial ¢o véera prsalo.
d) Oteplilo sa, ale napriek tomu je mraz.
e) Husto prsi, dokonca aj hrmi.
f) Dazd ustal, ale stale mrholi.

9. Svedok vyslovil na sude vyrok: , Ak je obzalovany A vinny, potom je vinny i obZalovany
B“. Predstavte si Styri mozné vyroky o vine obzalovanych A a B

a) Ajevinny, Bjevinny b) A je vinny, B nie je vinny

c) Aniejevinny, B je vinny d) A nie je vinny, B nie je vinny

V ktorych pripadoch a) az d) priznate svedkovi, Ze povedal pravdivy vyrok a Ze ho nemozno
upodozrievat z nepravdivého svedectva?



10. Mama povedala svojmu synovi Petrovi: ,, Ak budes dobry, dostanes zmrzlinu“. Su Styri
moznosti:

a) Peter bol dobry, dostal zmrzlinu b) Peter bol dobry, nedostal
zmrzlinu

c) Peter nebol dobry, dostal zmrzlinu d) Peter nebol dobry, nedostal

zmrzlinu

V ktorych pripadoch a) az d) vyslovila mama pravdivy vyrok?

11. Ndjdite v nasledujucich vetach kvantifikatory. Dopliite tieto vety vhodnymi
kvantifikatormi tak, aby boli pravdivymi vyrokmi.

a) Niektoré prirodzené Cisla su prvocisla

b) Ziadny trojuholnik nema dva tupé uhly.

c) Kazdému trojuholniku mozno opisat prave jednu kruznicu.

d) Existuje aspon jedno parne prvocislo.

e) Taznice trojuholnika sa pretinaju v jednom bode.

f) V kruZnici su zhodné vietky jej priemery.

g) Stvoruholniky, ktoré maju zhodné uhloprie¢ky, st rovnobezniky.

12. Sformulujte negaciu vyrokov:

a) Nikto mu nezavidi. f) Vsetci sme odisli.

b) Ktosi nam zavidi. g) Nikto uceny z neba nespadol.
c) Kazidy sa myli. h) Vsetci sme nepoucitelni.

d) Nic¢ sme nespozorovali. i) Ktokolvek moze odist.

e) Niekto prehovoril. j) Nikto nikoho nevidel.



7. Mnoziny, Vennove diagramy

Pojem mnozina je jeden zo zakladnych pojmov modernej matematiky.
Mnozina je subor navzajom roznych (rozlisitelnych) matematickych alebo inych objektov.

. mnozina vsetkych prirodzenych Cisel,
. mnozina vsetkych celych Cisel mensich ako 7,
. mnozina vsetkych Ziakov vasej Skoly nosiacich okuliare, ...

MnoZiny sa vacSinou oznacuju velkymi pismenami, napr. A, B, N a ich obsah (objekty) sa
zapisuju do zloZenych zatvoriek.

Napr. mnoZinu A obsahujicu prave dva objekty a, b zapiSeme A = {a, b}.

Objekty, ktoré patria do danej mnoZiny nazyvame prvky mnoziny. Obvykle ich oznacujeme
malymi pismenamix, y, c, ... .

MnoZinu moZeme povazovat za urCenu jedine vtedy, ak o kazdom objekte vieme
jednoznacne povedat, ¢i do danej mnoZiny patri alebo nie.

Rovnost mnoZin: MnozZiny A a B sa rovnaju, ked kazdy prvok mnoziny A patri mnoZine B a
kazdy prvok mnoZiny B patri mnoZine A.
A =B & (Vx: XEA & xEB)

Inkltzia mnoZin: MnoZina A je podmnoZinou mnoZiny B prave vtedy, ak vSetky prvky
mnoziny A patria zaroven aj mnoZine B.
A C B & (Vx: XEA = x€EB)

Zjednotenie mnoiin: Zjednotenim mnoZin A a B nazyvame mnozZinu A U B, ktord obsahuje
prvky patriace aspon do jednej z mnoZin A, B, teda obsahuje prvky, ktoré patria do mnoZiny
A alebo do mnoziny B a okrem nich neobsahuje Ziadne iné prvky.

X EAUB & (XxEA V xXEB)

Prienik mnozin: Prienikom mnozin A a B nazyvame mnoZinu A n B, ktord obsahuje vsetky
prvky patriace su¢asne do oboch mnozin A, B. Ak je prienikom mnozin A, B prazdna mnoZina
(ANB=0@), nazyvame mnoziny A, B disjunktnymi .

X EA N B & (XxEA A XEB)

Rozdiel mnozin: Rozdielom mnozin A a B nazyvame mnozinu A — B (A \ B), ktora obsahuje tie
prvky mnoziny A, ktoré sicasne nepatria do mnoziny B.
X EA-B & (XEA A XEB)

Doplinok (komplement) mnoziny: Doplnok mnoziny A vzhladom na mnoZinu U je mnoZina
A’y vSetkych prvkov mnoziny U, ktoré nepatria do mnoziny A.
Auy=U-A Xx€EAy & (XxEU A XEA)

Na nazornu predstavu mnozin, mnozinovych vztahov a operacii medzi mnoZinami sa
pouZzivaju ich grafické znazornenia v rovine, tzv. mnozinové diagramy.



Zakladna mnoZina Z sa znazorfiuje spravidla obdiZnikom a jej podmnoziny A, B, ... ako kruhy
alebo iné zvyajne ovélne obrazce vnutri obdiznika. Tieto grafické znazornenia sa
nazyvaju Vennove diagramy. K zndzorneniu mnozin readlnych Cisel sa zvycajne
pouziva Ciselna os.

Uloha

Dana je zakladna mnozina Z = {1,2,3,...,9} a jej podmnoziny A = {1,2,3,4,5} a B = {3,6,9}.
Znazornite pomocou Vennovych diagramov a zapiSte vymenovanim prvkov nasledovné
mnoZiny:

a) doplnok mnoziny A vzhladom k mnoZine Z
b) AUB
c) AnB
d) A-B
RieSenie
a) Doplnok mnoziny A vzhfadom k mnozZine Z tvoria vSetky prvky patriace mnozine Z a
zaroven nepatriace mnoZine A, Cize:
A’z={6,7,8,9}

Z
a
2
b) AUB={1.2.3.4.5.6.9}
Z
a
s
c) AnB={3}
Z
a
E
d) A-B={1.2.4.5}
Z
a
s




Ulohy na precviéenie

1. Charakteristickou vlastnostou uréte mnozinu: A = {2, 4, 6, 8, 10, ...} .
2. Zistite, ktoré &isla su prvkami mnoginyA={x € Z; | x +2| <2}.

3. Dané st mnoziny: A={x € Z; x2<10},B={x e N;3|x A x <17},C={x e Z; x2=1v
2/ x| < 5}. Vymenovanim prvkov uréte mnoziny A, B, C,ANB,B U C, CA'.

4. Uréte vztahy medzi mnoZinami A, B, C, D. MnoZiny a vztahy medzi nimi znazornite
pomocou Vennovych diagramov. A={1, 2, 3, 4,5}, B={2, 4, 6}, C={2,5}, D={6, 2, 4}.

5. A, B su dve podmnoziny mnoziny M, pricom A je nekonecna mnoZina a B je
konec¢na mnozina. Ktory z nasledujucich vyrokov je potom nepravdivy?
a) A U B je nekonecna mnozina
b) AM=M
c) AN By je nekonenda mnozina
d) A B je kone¢nda mnozina
e) AuM=M

6. Co najjednoduchsie zapi$te mnoZiny:

a) (2,6) <4, o> b) (2, 6) m (10, x) c) (2, 6) L <4, )
d) (—oo, 3) LU (0, o) e) (-, 2) U (6, o) f) doplnok intervalu (—oo, 3> v
mnoZine R

g) zjednotenie doplinku intervalu (5, ) v mnozine R s intervalom <0, 10>
h) prienik doplnku intervalu <1, 5> v mnoZine R s intervalom <2, 10>
i) prienik zjednotenia intervalov (—oo, 3), <0, 5> v mnoZine R.

7. Pomocou intervalov zapiSte mnoZinu:
a) A={x e R;x<2}, b) B={x € R; 3x > 8 A 5x < 29},
c) C={x eR;[x—-2|<3}, d) D={x e R; |x—1| >4}

8. Charakteristickou vlastnostou zapiste mnoZinu:
a) A= (_OOI 5>I C) C= (_001_1> N (3I +OO),
b) B=(-2,7), d) D={-2,-1,0,1, 2}.

9. Dané su mnozZiny A=(-2,7), B=(0,10), C={x € R; x> 2}.
Pomocou intervalov zapiste mnoziny: A B, AUB, A n"C, BUC, Ay, Cg.

10. Urcte tieto mnoziny:

,

a) (—oo;3>m(—2;oo) b) <1;oo) u(—4;5) c) {xeN;x2 >10}m {xeR; x| 36}

11. Na Vennovom diagrame znazornite tieto mnoziny:
a) (AnB')U(ANB) b) (A nC)UB
12. Pomocou Vennovych diagramov overte rovnost mnozin:

a) (AUB), AnB"  b) An(BUC), (AnB)N(ANC')



13.

14.

15.

16.

V triede je 38 Ziakov, 16 z nich pretekalo v behu, 20 v plavani. Ziadneho z tychto
pretekov sa nezucastnilo 10 ziakov. Kolko Ziakov behalo aj plavalo?

Z 35 ziakov dochadza vlakom 8 Ziakov, autobusom 10 Ziakov a 21 Ziakov nedochadza ani
vlakom ani autobusom. Kolko zZiakov dochadza aj vlakom aj autobusom?

Po maturitdch sa ukazalo, Zze 14 Studentov dostalo jednotku aspon zjedného
z predmetov matematiky, fyziky. Osem z nich malo jednotku z fyziky a traja z oboch
predmetov. Kolko percent studentov malo jednotku z matematiky?

Zapiste mnoZiny pomocou intervalov:
a
) B O%A—
A
01 2 3 4 5 6 7 8
b A
) ; B ®
T4 61 235 4 56 738
A
c) T % ® B'
_ 345 6 7 8 9 Az
= B= B=
ANB= ANB= ANB=
AUB= AUB AUB
A-B= A-B= A-B=
B-A= B-A= B-A=

17. Nacrtnite na Ciselnej osi a urcte:

a) b) c)

P=(2:;4) P=(1;5) P=(4;10)
Q=(2;6) Q=(3:7) Q=(6:9)

2 3 4 5 4 5 6 7 8 10 1 2 3 4 5 6 7
PNQ= PUQ= P-Q= Q-P=

18. Na Vennovych diagramoch vyznacte mnozinu X.

a)X=AnNB b) X=BnC c)X=ANnC



A

d)X=AuUB

A

19. Na Vennovych diagramoch vyznacte mnozinu G.
b) G=ANPB’

a)G=A'"B

U

U

A
e) X=BuUC

A
h) X = B’

A

U

fi)X=AuUC
U

) X=C
U

c) G=A"NPB



A

dG=A"UB

A

20. Na Vennovych diagramoch vyznacte mnozinu Y.

a) Y=ANBNC

A

B

d Y=(AnB)uUC

U

U

U

A B
e) G=AUPB’

A B
b) Y=AUBUC

A B

e) Y=AN (B uC)

U

f) G=A"UB’
U

c) Y=(A-C)NB
U

flY=(A-B)n(BuC)



A U A U

g Y=(C-A)NB h) (ANB) i) (A-C)UB
A U A U

20. Na recepcii kazdy ovlada aspon jeden cudzi jazyk, 15 ludi hovori po anglicky, 12 po
nemecky a 7 obidvoma jazykmi. Z kolkych ludi sa sklada tato spolo¢nost, ak v
spolocnosti nikto iny jazyk neovlada?

21. Z 35 Ziakov odobera dennik SME 8 Ziakov, Pravdu 10 Ziakov, 21 Ziakov neodobera
ziadne z tychto novin. Kol'ko Ziakov odobera obidvoje noviny?

22. Za jeden den opravili v autodielni na 46 autach 24 chyb na brzdach a 36 chyb na
motore. Kolko aut malo chybu len na brzdach a kol'ko len na motore?

23. Prieskum citatel'skych zaujmov ukazal, Ze 60% zZiakov Cita €asopis A, 50% casopis B,
50% casopis C, 30% Casopis A aj B, 20% casopis B aj C, 30% casopis A aj C a 10% vsetky
tri casopisy. Kolko % zZiakov Cita prave dva casopisy a kolko % necita ani jeden z tychto
casopisov?



8. Funkcia a jej vlastnosti

Funkcia je jeden z najdélezitejSich matematickych pojmov. PouzZiva sa nielen v matematike,
ale aj vo fyzike a dalSich technickych a inych oboroch.

Fyzikdlne zdkony sa vyjadruju vo forme funkénej zavislosti jednej veli¢iny (tzv. zavisla
premenna) na druhej veli¢ine (tzv. nezavisla premenna). Casto sa jednoducho hovori: ,Prva
veli¢ina je funkciou druhej veli¢iny”, napr. draha je funkciou ¢asu, a pod.

Funkénou zavislostou vo fyzike rozumieme jednoznacny vztah medzi fyzikalnymi veli¢inami,
kym v matematike je to lenjednoznaéné priradenie medzi ¢iselnymi hodnotami
premennych.

Nech A, B su neprazdne mnoZiny redlnych ¢isel (A € R, B=R). Ak ku kazdému cislu xEA
priradime PRAVE JEDNO y€B, tak dostaneme mnoZinu f usporiadanych dvojic [x, y] redlnych
Cisel, ktord sa nazyva realna funkcia redlnej premennej x.

X — premenna resp. argument funkcie f; nezavisld premennd

y —hodnota premennej resp. argumentu; ¢asto hovorime i funkéna hodnota v bode x (alebo
hodnota funkcie fv bode x), zavisla premennda a oznacujeme ju if(x)alebo pouzivame

zapis y = f(x).

D(f) resp. Ds oznacuje definicny obor funkcie f, ¢o je mnoZina vietkych hodnét premennej x,
teda v naSom pripade mnoziny A.
H(f) resp. Hs oznacuje obor hodnét funkcie f, o je mnoZina vSetkych hodnét funkcie f.

Funkcia mozZe byt dana

a) analyticky — vzorcom, t.j. rovnicou v tvare y =f(x), kde f(x) je vyraz s premennou x,
napr.y =2x—7 aleboy=x+x-3

b) graficky — grafom funkcie

c) vymenovanim usporiadanych dvojic— spravidla vo forme tabulky. Tento spbsob je
pouzitelny jedine pre funkcie, ktorych definicnym oborom je koneénd mnozina.

Pri niektorych funkcidch mézeme hovorit, Ze maju urcité spolo¢né vlastnosti a podla tychto
vlastnosti ich aj nazyvame.

Na zaklade tychto vlastnosti teda hovorime o

. parnych a neparnych funkciach

. periodickych funkciach

. funkciach, ktoré su zdola alebo zhora ohranicené

. extrémoch funkcii — maximalnych a minimalnych hodnotéach

. monotdénnych funkcidch (rastuce, klesajuce, nerastuice a neklesajuce)
. prostych funkciach

. inverznych funkciach



Nech pre funkcie f s definiécnym oborom D(f)) plati:

x € D(f) a zéroven -x € D(f)

V takom pripade rozliSujeme dva vyznamné typy funkcii: parnu funkciu a neparnu funkciu.
Parna funkcia:

Funkciu f nazyvame parnou prave vtedy, ked pre kazdé xeD(f) plati:

fl-x) = fx)

Funkciu f nazyvame neparnou prave vtedy, ked pre kazdé xeD(f) plati:
f-x) = -flx)

Ako zistime, Ci je funkcia parna alebo neparna, ak pozname iba jej graf?

Funkcia je parna, ak jej graf je osovo simerny podla osi y.
Napriklad:

L]

[




Funkcia je nepdrna, ak jej graf je stredovo simerny podla bodu [0, 0].

O dvoch funkciadch fa g hovorime, Ze sa si rovné prave vtedy, ked definiény obor funkcie fa
defini¢ny obor funkcie g su tie isté mnoZiny a pre kazdé xeD(f) plati: f(x)=g(x).

Rovnost dvoch funkcii f a g zapisujeme: f=g

O funkciach, ktoré nie su si rovné hovorime, Ze su rozne a zapisujeme f#g.

Funkciu f nazyvame periodicka funkcia prave vtedy, ked' existuje také realne Cislo p#0, Ze pre
kazdé x € D(f) je aj x £ p € D(f) a plati:

flx £ p) = fix)

Cislo p nazyvame periéda funkcie f.

Vo fyzike sa peridda oznacuje T.

Ak ma dana funkcia f periédu p, lahko dokazeme, Ze pre kazidé celé Cislo k plati: fix + kp)

= fx).

Teda dana funkcia ma i periddu kp.

Monoténnos t
rastuca

- rastuca na mnozine M, ak pre kazdé dve x1,x,2D(f):
|£ l x1<x; a f(xq)<f(xz)

klesajuca

- klesajuca na mnozine M, ak pre kazdé dve x1,%,ED(f):
X1<X; a f(x1)>f(x,)

nerastica
nerastica na mnozine M, ak pre kazdé dve x;,x,2D(f):
X1<X; a f(xq)2f(x,)

neklesajuca
neklesajuca na mnozine M, ak pre kazdé dve x1,x,ED(f):
X1<X3 a f(x1)@f(x,)



konstantna
konstantna na mnoZine M, ak pre kazdé dve x;,x,2D(f):
x1<xz =f(x1) = f(x2)
konstantna funkcia malubovolnd periédu — je periodicka

Ak funkcia LEN rastie alebo LEN klesa — je rydzo monotdénna.

Prosta funkcia
funkcia je prostd ak pre kazdé dve x,x BD(f): x #x tak f(x )#f(x )
12 1 2 1

napr.y=x’
existuje inverzna funkcia

ohranic¢enost:
zhora: BEhER,ERRIXED(f): f(x)BE<EhA

zdola: PRMER,ERRXED(f): f(x)2>EdE

funkcia je ohranic¢end, ak je sucasne ohranicena zhora aj zdola d< f(x) < h
napr.y=sinx(h=1,d=-1)

najmensie horné ohranicenieje suprémum

lokalne extrémy: nech funkcia f je definovana v okoli bodu a:
maximum:
maximum v bode a ma funkcia,
ak existuje také okolie O bodu a;B x20: f(x) < f(a)
minimum:
minimum v bode a ma funkcia,



Ulohy na precviéenie

1. Rozhodnite, ktora z uvedenych tabuliek jej zadanim funkcie. U zistenej funkcie urcte
defini¢ny obor a obor hodné6t.
a) b) c)

y|6|4|2]4]|5]|2 y

N
(e)]
=
(€]
=
w

2. Rozhodnite, ktora z uvedenych mnozin jej zadanim funkcie. U zistenej funkcie urcte
defini¢ny obor a obor hodné6t.
a) {1-8l[2-2}[3-1)[62][s1}[40]  b) {-1-1}foo}1)[22][33}[44] o
{1.5}[2.4}[35] [1.2] [21] [4.0]}

3. Rozhodnite, ktora z uvedenych rovnic jej zadanim funkcie. U zistenej funkcie urcte
definicny obor a obor hodnot.

a) x=y*—6 b) y=2x-1 c) y=2-+Jx?+1

4. Rozhodnite, ktoré z grafov su grafmi funkcie. Zapiste definicny obor a obor hodnot
tychto funkcii.

D i e f
’ '/// . / . //"'
: : o b 1 a
. \
i ’ \ /
J ,,,,,, V
a) b) c)
/ \\ A £ \\\ . //\ «/ \\b
\ 7 \
W e o
d) e)
5. Urcte defini¢ny obor funkcie danej rovnicou.
a) f,iy=3x-4 b) f,iy=x>+2 c) fyiy==
3 3 ) V24X
d) f,iy=—+H e)fiiy=—— f) fory=

X+5 (Xx—=4)(2x+7) X—3



x—17 X2+ 4x
2x-15 X—3
) foiy=—; k) ;1 y=3x—+/2X ) f,:y=
x* +3 5—X
1 2X =171
m) f,:y=(2x-1)(5x-2 *n) fliy=—= o) f,.:1y=
) fiaty \/( )( ) ) flaty -x ) fisty 5+ Ax

6. Dané su funkcie:

a) Urcte ich defini¢né obory:
firy=|[x]-2

_x-1

T x+1
X

T x—2)(x-1)

fory

fary

b) Rozhodnite i plati:
3eH(f,),-5eH(f)4eH(f,)leH(f,)175eH(f,)1eH(f;)50eH(f,

7. Vypocitajte funkéné hodnoty f(x) pre dané hodnoty premennej, ak je dana funkcia.

a) fliy=x>-x-6 f(-2)=? f(5)="? f(0)="?
2x+1
b) fz:y=X;(j4 f(-1)=? £(0)=2 f(3)=2
c) fiy=7-4x f@}? f(-2)="? f(5)=?
d) f,:y=x(x-3) f(o)="7 f(-4) =? f(8)=">
e) fry=vx*+2 f(-7)=? f(0)=7? f(3)=7?
8. Graficky zistite funkcné hodnoty, ak je dana funkcia f.
a) f(-1)=7 b) f(-3)="7 cf(-1)="7
f(4)=2 f(6)=2 f(7)=2
R 2 e
e el
'
St ot B S S0 545 A
2o e
a) b) c)

9.Vypocitajte suradnice priesecnikov grafu funkcie f so stiradnicovymi osami, ak je funkcia
dana rovnicou.

2X+3 6
f.:y=-2x b) f,:y= f,iy=3——
a) 1.y ) 2y 4 c) 3-Y )
X+2 2xX+1
d) f,iy= -1 e) f,iy=

2X—3 X—4



10. Graficky zistite, Ci existuje hodnota premennej x, pre ktoru je dané Cislo f(x) hodnotou
funkcie f. Ak ano, urcte ju z grafu.

a) f( X1) =3, f(Xz) =-1

b) f(x1) =-1,f(x2) = 4

c ) f(x1)=-2,f(x2) =2

d) f( X1) =0, f(Xz) =-2

11. Rozhodnite, ¢i sa funkcie rovnaju:

1 X
a) f,:y=x* f,ry=vx* b) g3y =" 0:1y=—7
X . X+3 . VX+3
c) hy:y=1 h,:y=— dijy=/—— i,:y=
X X—3 X—3
e) j,:y=x-1 i —X2_1 f)k, :y=x+3 ky:y=[x+3
ity Jo Y= 1 1Y 2 ¥y =
12. Ktora z uvedenych funkcii sa rovna funkecii f: y = (x*)/(x°) ? Zostrojte grafy funkcii .
a) y=1/x b) y=x c) y=(x)/(x°) d) y=(x*)/(x")

13. Na obrazku je graf funkcie g. Funkcia f, ktora je ¢astou funkcie g je uréend definicnym
oborom D(f). Zgrafu urcte jej obor hodndot H(f) a zistite, ¢i su pravdivé tvrdenia
o funkénych hodnotach funkcie f.

a) D(f)=(-34)

H(f)=? .
f(-3)=1 ‘
f(0)=-3

b) D(f)=(16)

H (f) = ? / \\\
f(1)= 3 /1 \
f(5)=-1 / \
/ oA
c) D(f)=(-6,4) / |
H(f)=? / \ i
f(2)= -3
f(-4)=1 \ /1A
\ / \
d) D (f) = (-2,0) i LU B
H(f)=? 1\
f(1)=2 —\[ T
f(3)=2 v

14. Zistite ¢i funkci je parna, neparna resp. ani parna ani nepdrna. Vyuzite: parna: f( —x) =
f(x); neparna: f(-x) = -f(x); resp. neplati ani jedna z moznosti



3—-X

Afg=3x=4 b)fx)= == Ofix)=3¢+2  d)f)= V34
e) g = 2 g = 25 X Of=2-2  hfx=-4x
x-1 X

15. Dokreslite graf funkcie tak, aby funkcia bola parna.

a) b) c)

d) | e) | f)

16. Dokreslite graf funkcie tak, aby funkcia bola neparna.

8

a) b) 0

d) ) f)

17. Rozhodnite na zaklade grafu , ktoré funkcie st parne, a ktoré neparne.
2
X
a) fiy=x b) f,:y=x+2 c) foiy=

x?+3



1
d) f,iy=—

: ¢
X|+2

x3 -8

g) fiy=

1
fsr1y=—1 f) f6:y=1+\/;
X
x*+x%-1
h) fg:y=——"F—
X
funkciu k prostym funkciam.

a) f,iy=x-3 b) f,:y=x>

18. Ktoré z danych funkcii si prosté? Danu vlastnost zistite z grafu funkcie. Uréte inverznu

1
c) f3:y:;
d) f,ry=x

X +5
e fsiy=""—  f) fory=

1

X
19. Graf funkcie f je simerny podla osi y avintervale (-20) je takdto funkcia rastica
V ktorom bode intervalu (-1,2) n

adobuda funkcia f najmensiu funkéndi hodnotu.

20 . Zistite definiény obor, obor
funkcie f danej grafom.



9. Linedrna a konstantna funkcia

Linedrna funkcia je kazda funkcia uréena predpisomy=ax+b, kdea,bBEER a aR0

-1.
yv=ax+b
x
Grafom linedrnej funkcie je priamka.
a>0,b=0 a<0,b=0
&y &Y
5T WEX 5t W=
47 47
ar ar
17 x Q x
A LR S R
_2-
3T
-4t
_5-
a) b)
D(f)=R, H(f)=R D(f)=R, H(f)=R
- rastuca - klesajuca

Na to, aby sme mohli zostrojit graf linearnej funkcie stac¢i poznat dva body so suradnicami,
ktoré jej patria.



Konstantna funkcia je kazda funkcia uréena predpisomy = b, kde b @ R. Grafom kaZde;j
konstantnej funkcie f ak D(f) = R je priamka .

Vlastnosti funkcie :

D(f)=R, H(f)={b}

- nie je prosta
- je ohranicena
- v kazdom bode x Bl R ma maximum aj minimum .

&y

— a2 L In M

¥~

54 324 | 1 2 3 45




Ulohy na precviéenie

1. Uvedte priklady linedrnych funkcii, ktorych grafom je: a) priamka
b) polpriamka
c) usecka

2. Najdite aspon dve usporiadané dvojice celych Cisel, ktoré patria funkcii danej
predpisom.

a) f(X)=x+3 b) f(X)=5x—4 B f(x):6_32X
3. Vypoctom ndjdite funkénu hodnotu y alebo premennu x , tak aby [X, y] ef.

a) f(X)=x+5 [x,3] b) f(x):XT+1 8 f(x):%—4
[x,—12]
4. Zistite, i usporiadana dvojica Cisel patri funkcii.

a) f(X)=x+7 [-3-4], [2.9] b) f(X) = 2+4X [122,-30], [14,4]
5. Ndjdite obor hodnot funkcie f, ak je dany defini¢ny obor.

a) f(X)=x+5 D(f)=(-11x) b) f(x)=2x-3 D(f)=N

c) f(x)=2-4x D(f)={-10123} d) f(x):% D(f)=(0,2)

6. Vypocitajte priesecniky grafu linearnej funkcie so stiradnicovymi osami, ak je funkcia
dana predpisom.

a) f(x)=3x—6 b) f(x) =22

X
Q) 109=1-7

7. Urcte rovnicu linedrnej funkcie, ktorej graf prechadza danymi bodmi.
a) AL6] B[10,-3] b) C[0,0] D[-4,3] c) E[-36] F[4,-8]

8. Urcte rovnicu linearnej funkcie, ktora vyhovuje podmienkam.
a) f(4)=-3,f(3)=-4

b)y=ax+2, f(4)=-2

c) y =x+b, graf pretina os x v bode 3

d)y=0,5x +b, f(-4) = 2

e) )y=ax-5, graf prechddza bodom C [— 4,—1]

f) y = ax, graf prechddza bodom B[2,3]

9. Urcte rovnice linedrnych funkcii, ktoré su dané graficky.



10. Vypoétom zistite, & niektory z bodov A[0,2], B[-10], c[2210], D[-520], F
45

1 4
-, = lezi na grafe funkcie: a) y=—x-1 b)y=—x
{ 3 3} 4 )y 5 )y 3

11. Graf linearnej funkcie prechadza bodmi: A [-1-4], B[-3,-1].
a) Zostavte predpis funkcie f .
b) Urcte priesecniky grafu funkcie f s osami suradnicovej sustavy.

12. Graf funkcie f: y =3 —x a stradnicové osi urcuju trojuholnik. Aky je jeho obsah.

13. Urcte linearnu funkciu g , ktorej graf je rovnobeiny s grafom funkcie f: y = 2x - 1
a prechadza bodom X[0,5]

14. Urcte inverznu funkciu k danej funkcii. Najdite ej defini¢ny obor a obor hodné6t oboch
funkcii.

a) f ry=x-7 b) f :y=4-2x o f ry="—

15. K danym grafom dokreslite graf inverznej funkcie.

e
=
V4
a) b) c)
/ S
o’ S T
d) e) | f



g) h)

16. UvaZujme o funkcii f: y = 0,5x + 2, x <(-4,1). Urcte definicny obor funkcie inverznej
k tejto funkcii.



10. Linearne rovnice, nerovnice, sustavy

Linedrnou rovnicou s nezndmou x nazyvame kazdu rovnicu tvaru ax +b =0, kde a, b su
redlne Cislaaa #0.

Pri rieSeni moZu nastat tri pripady:

. ak a#0, potom ax = -b a rovnica ma prave jeden koren x = -b/a;

. ak a = b = 0, po uprave dostaneme 0 = 0 a to je pravdivy vyrok (rovnost), takze
povodnad rovnica ma nekonecne vela rieSeni resp. korenom tejto rovnice je kazdé redlne
cislo;

. ak a =0, b#0, po uprave dostaneme 0 = -b, a kedZe b # 0, tak sme dostali
nepravdivu rovnost — povodna rovnica nema Ziadne riesenie.

Linedrnu rovnicu mozno riesit aj graficky. Grafické riesenie spociva v tom, Ze si pomocou
ekvivalentnych Uprav upravime rovnicu na tvar f;(x)=f,(x) alebo na tvar f(x)=0.

V prvom pripade zostrojime grafy funkcii f;, f,, kde x-ové suradnice priese¢nikov grafov
predstavuju priblizné rieSenie danej rovnice zavislé od presnosti rysovania.

V druhom pripade zostrojime graf funkcie f(x) a pribliZnym rieSenim danej rovnice budu
priesecniky s osou x.

V pripade linearnej funkcie je samozrejme jednoduchsie vyuZit algebraické riesenie.

Linedrna nerovnica s neznamou x € Rje kazdd nerovnica tvaru ax+b<0, ax+b<0,
ax+b>0,ax+b 20, kde a, b st lubovolné realne cisla.

RieSenie linedrnej nerovnice:

Nerovnicu upravime tak, Zze odéitame b od oboch stran nerovnice, ¢im ju upravime na tvar
ax<-b, ax<-b, ax>-b, ax > -b. Pri rieSeni mozu potom nastat tri pripady:

Ak a < 0, potom z nerovnosti ax < -b dostaneme x > — &
b

resp. z nerovnosti ax > -b dostaneme x<— #;

&

Ak a > 0, potom z nerovnosti ax > -b dostaneme x > —
&

resp. z nerovnosti ax < -b dostaneme x<— #;

Ak a 0 potom 0-x < -b alebo 0-x >-b. Tato nerovnica je splnena bud pre vsetky x € R alebo
pre Ziadne x € R.



Ekvivalentné Upravy nerovnic:

vzajomna vymena stran nerovnice so su¢asnou zmenou znaku nerovnosti na obrateny;

nahradenie lubovolnej strany nerovnice vyrazom, ktory sa jej rovna v celom obore
rieSenia nerovnice, pricom znak nerovnosti sa nezmeni;

pripocitanim toho istého cisla alebo vyrazu s nezndmou, ktory je definovany v celom
obore riesSenia, k obom strandm nerovnice, pricom znak nerovnosti sa nement;

vynasobenie oboch strdn nerovnice kladnym cislom alebo vyrazom s nezndmou, pricom
znak nerovnosti sa nemeni;

vynasobenie oboch stran nerovnice zapornym cislom nebo vyrazom s neznamou, pritom
znak nerovnosti sa zmeni v obrateny;

umocnenie oboch stran nerovnice prirodzenym mocnitelom, ak st obe strany nerovnice
nezaporné, pritom znak nerovnosti sa nemeni;

odmocnenie oboch strdn nerovnice prirodzenym odmocnitelom, ak su obe strany
nerovnice nezdporné, pricom znak nerovnosti sa nemeni;

zlogaritmovani oboch stran nerovnice pri tom istom zdklade vaéSom ako 1, ak su obe
strany nerovnice kladné, pritom znak nerovnosti sa nemeni.



Ulohy na precviéenie

1. Rieste v obore redlnych Cisel rovnice:

1-3x 2x—1
a) bx—1=3(2—-x)+9(x—1)+2 b) 7 —2x — - =2 3
Xx-1 2x-5 x+8 X+7 X+4
c) x— — + =7 — =
3 5 6 2X+2 4x+4

2. Rieste v R rovnice s neznamou v menovateli:

— 2_
g XZ2_XH4 ) X oKH8 5
X X+3 X—8
1 Xx-5 2 Xx-1 x+1 4x
x—2 3x-6 3 x+1 x-1 x°-1
3. Rieste v N nerovnicu: X+2 —X> 2X_3— 73X
3 4 5
4. RieSte v Zx Z sustavu rovnic:
a) 12 + 3 =5 b) 1 + 1 :§
y+2 x-y X+y X-y 8
5 3 6 4 1 ~ 1 _§
xX—y y+2 X—-y X+y 8

5. RiesSte v R sustavu nerovnic:

a) 3x—8<2x+4 b) k-1l 19-2x oy
2x+7 _ 5x+7 4 2
ARt 2x+15  x-1 X

3 7 s ~ & '3

7. Rieste rovnice:
a) x—8|+3=2x vmnoZineR
b) 6x+5/—]1-x|=0 vZ
c) x—23x+6/=5-2x VR

8. Urcte vsetky redlne dCisla x, pre ktoré dané zlomky nadobudaju kladné hodnoty:
x*+3x b) 2x—1
2x-17 X +2x-15

a)

10. RieSte v R nerovnice:

2_
X 7x+10SO IO)ESZJFX
x> —10x+ 21 3 3+x
c) (x+2).(x-9).(-x+2)>0 d) (-6+x).(-5-2x).(4x-2) <0
3x+1

e) > > —1 rieSte aj v mnoZine Z
—X

11. Otec je o 8 rokov starsi nez trojnasobok synovho veku. O 20 rokov bude otec dvakrat
taky stary ako jeho syn. Kol'ko rokov ma otec a kol'ko syn?



12. Sumu 440 eur rozdelte na tri Casti tak, aby 40% prvej Casti sa rovnalo 50% druhej Casti
a sucet druhej a tretej casti sa rovnal prvej casti.

13. Vizbe je 18 stvornohych a trojnohych stoli¢iek. Spolu je vizbe 65 noh. Kolko je
trojnohych a kol'ko stvornohych stoliciek ?



11. Kvadraticka funkcia

Kvadraticka funkcia je funkcia dana rovnicou:
y = ax’ + bxr + ¢
kde a, b a c su redlne konstanty, a # 0. Defini¢ny obor je R.
Grafom kvadratickej funkcie je parabola, ktorej os je rovnobezna s osou y a ma vrchol v bode
b 4dac— b
[_E" 4da ]

Vrchol paraboly je zdroven:

e minimum funkcie (tzn. parabola je otvorena smerom nahor), ak a >0

e maximum funkcie (tzn. parabola je otvorend smerom nadol), ak a < 0.

L'



http://sk.wikipedia.org/wiki/Re%C3%A1lne_%C4%8D%C3%ADslo
http://sk.wikipedia.org/wiki/Kon%C5%A1tanta
http://sk.wikipedia.org/wiki/Parabola
http://sk.wikipedia.org/wiki/Rovnobe%C5%BEka
http://sk.wikipedia.org/wiki/Bod
http://sk.wikipedia.org/w/index.php?title=Minimum_funkcie&action=edit&redlink=1
http://sk.wikipedia.org/w/index.php?title=Maximum_funkcie&action=edit&redlink=1

Ulohy na precviéenie

1. Najdite vrchol paraboly, zostrojte grafy kvadratickych funkcii , ak je dana rovnica funkcie
a zapiste rovnicu osi paraboly.

a)y = (x+2)? b)y=(x—4)>-6 c)y =0,5(x-4)* +1
d)y=-(x+1)*-2 e)y=-x"-3x+6 f)y=x>+7x— 14
g)y=-0,5x"+x+1

2. Uréte chybajuce hodnoty premennej x alebo funkéné hodnoty y tak, aby [x, y|e f .

a)y=x"-3x [x,—2] b)y=x"+5x-1 [-2,y]
c)y=x-x-10 [x,10] d)y=2x+5 [x,9]

3. Zistite, Ci usporiadana dvojica patri funkcii
a)y=x*-4x+3  [-36] [-215] b)y=2x-8x  [00] [2-3]
c)y=3-2x-x* [03] [1-6] dy= %xz -3 [0-3] [-4-5]

4. Ndjdite suradnice vrcholu paraboly, zostrojte graf a na zaklade grafu urcte vlastnosti
kvadratickej funkcie a priesecniky so stradnicovymi osami.

a)y=x"-3 b)y= 4-x° c)y=2-%x2 dy=4- %xz
e)y=x>+10x +20 f)y=x*-x g)y = -x* - 3x h)y = 2x* + 12x +15

i)y= —%xz -7x-20  j)y=-3x*+18x -25

5. Na grafe kvadratickej funkcie vyznacte definiény obor funkcie a najdite prislusny obor
hodnét funkcie, uréte maximum a minimum, ak existuje.
a) Dy(f)=(-»,4) D,=(02) b) Dy(f)=(-Le)

6. Najdite parametre g, b, ¢ v rovnici kvadratickej funkcii, pre ktoru plati:
a)f(0)=2 f(1)=3 f(2)=6
b)f(1)=-3 f(4)=21 f(2)=-3
c)f(-1)=12 f(1)=4 f(0)=5



7. Urcte parametre pa q v rovnici f:y= X2 + px+q, ak graf funkcie prechadza bodmi:
a) [0,2] [2,4]

b) [-315] [-53]

c) [47] [-2,25]

d) [6-7] [-32]

8. Vypocitajte suradnice priesecnikov grafu kvadratickej funkcie so suradnicovymi osami:

a)y = 10x — 6x° b)y=3x*—x-10 c)y=—7x"+6x-10
1

d)y=x*+3x+12 e)y=€x2-5x f)y = 9x* + 81

g)y=2(x-3)"-2 h)y=~(x+4)’

9. Najdite rovnicu kvadratickej funkcie s danymi vlastnostami a zostrojte jej graf:
a) Graf funkcie pretne os x v obrazoch ¢&isel 3, - 1, koeficient kvadratického ¢lena je a =3
b) Graf funkcie pretne os y v obraze Cisla - 6, os x v obrazoch Cisel -2 a -3.
c) Graf funkcie pretne os x v obrazoch Cisel -4 a 6, koeficient linedrneho ¢lenaje b=-4
d) f (1) =-13, jej os ma rovnicu x + 3 = 0, jej maximalna hodnota je -3
e) Je parna, [— 2,2]e f , jej minimalna hodnota je -6.

10. zistite, pre ktoré hodnoty premennej nadobuda funkcia nezaporné hodnoty.

a)y =0,5x —3x b)y =8 — 0,5x* c)y=—2x"+8x-6
d)y=x*+3x+12 e)y=2x>-17x+8 f)ly=9x"+9
g)y=(x+2)*-1 h)y=—(x+6)°+9
11. zistite, pre ktoré hodnoty premennej nadobuda funkcia zaporné hodnoty.
a)y=6-x b)y=x>—6x +8 c)y=-2x*+12x-10
d)y=x*-12x+32 e)y =0,5x° + 5x +8 f)y =3x-2x

12. Do jedného obrazka zostrojte grafy danych funkcii. Ako suvisi graf kvadratickej funkcie
s koeficientmi v urcitej rovnici.

a) fry=x*-2 foy=x*+2 f,ry=(x—2) f,oy=(x+2)

13. Urcte predpis funkcie, ktorej grafom je parabola s vrcholom V[2; -3] prechadzajtica
bodom A[0;1]. Parabolu nacrtnite a urcite jej nulové body.



12. Kvadratické rovnice a nerovnice

Kvadratickou rovnicou s nezndmou x nazyvame kazdu rovnicu tvaru ax® + bx + ¢ = 0, kde a, b,
c su redlne Cisla a x je premennd, pricom a # 0.

Cleny kvadratického trojélena ax” + bx + ¢ nazyvame: ax’ — kvadraticky élen, bx — linedrny
¢len, c — absolutny ¢len kvadratickej rovnice.

Specialne pripady kvadratickej rovnice:
ak b = 0, tak kvadraticka rovnica ma tvar ax® + ¢ = 0 a nazyva sa rydzokvadraticka rovnica;

ak ¢ = 0, tak kvadraticka rovnica ma tvar ax> + bx = 0 a nazyva sa kvadraticka rovnica bez
absolutneho clena;

ak upravime kvadratickd rovnicu ax® + bx + ¢ = 0 na tvar x> + px + q = 0, kde p = b/a a g=c/a,
tak hovorime o normovanom tvare kvadratickej rovnice.

Riesit kvadratickd rovnicu ax” + bx + ¢ = 0 moZno pomocou vyrazu:
2
D =b" -4ac,

ktory nazyvame diskriminant.

Plati:

o ak D >0, tak dana kvadraticka rovnica ma 2 r6zne realne korene

o ak D =0, tak dana kvadratickd rovnica ma dva rovnaké realne korene, ¢ize tzv.
dvojnasobny redlny koren

. ak D <0, tak dana kvadraticka rovnica nema rieSenie v obore redlnych &isel (v

obore komplexnych ¢isel ma dva imaginarne komplexne zdruzené korene)

-b+D -b + v(b® - 4ac)

X1 2= 2a resp. X12= 2a

’ g



Ulohy na precviéenie

1. RieSte v R rovnice:

a) (x=2) +(x=9) =(x—11 b) x+1 x-1_ x(x-1)+12

Xx+3 x+5 x(x+8)+15

2. Rieste v R rovnicu
x2—17_x—2_ 5
xX=1 x+1 1-x

a) 5x° +10x-36 = -3.(x+2)* +24x-23 b)

3. RiesSte v Z rovnicu:

o 1ox 2
6 3_5 5
z, 1 4x 1
2 6 15 3

4. Vhodnou substitticiou rieSte rovnicu:

a) (x2-9f -8(x*-9)+7=0 b) (X—_ljz —3.("—_1]—4:0

Xx+1 X+1
5. Rie§tevR: a) 3x* —7x+4<0 b) 2x*—7x-15 > 0
6. V mnoiine redlnych Cisel vyrieste: +3X >0
7. Rieste v R:
a) x*+4[x-12=0 b) x*-6/x-91=0
c) [x*+3x-4=0 d) [x* = 2x+2|=5

8.V rovnici 3x* + 10x + c = 0 je jeden koreri — 4 . Uréte parameter c druhy koref.

9. S vyuzitim grafov kvadratickej funkcie rieste nasledujice nerovnice:
a)x*—9x+14 >0 b) —x*—2x+8>0
)X +4x+9<0 d x¥*—6x+7<0

2 2
10. Rieste nerovnice: a) x(x—2)<2x—4 b) X?+§+§ < (X 3)

+ 3X

11. Obvod obdiznika ma 82 m, dizka jeho uhlopriecky je 29 m. Uréite rozmery obd(Znika.

12. Obvod pravouhlého trojuholnika ma 84 cm, prepona 37 cm. Vypocitajte dizky
odvesien.

13. Na obdiZnikovej ploche s rozmermi 12 m a 10 m chceme mat taky obdiZnikovy
kvetinovy zdhon s rozlohou 8 m? aby jeho okraje boli rovnako vzdialené od okrajov
plochy.



13. Goniometrické funkcie

Funkcie sinus a kosinus sa povodne definovali pomocou pravouhlého trojuholnika s uhlom x
(x #90°) takto:

sin x je pomer protilahlej odvesny tohto uhla a prepony,

cos x je pomer prilahlej odvesny k tomuto uhlu a prepony

tg X je pomer sin x a cos X

cotg x je prevratena hodnota tg x.

Goniometrické funkcie v pravouhlom trojuholniku

; a « o b
sina = < sinP = =
odvesna b
prilahld k uhlup ¢ | _
ﬁivesna\ b a
prilahld k uhlu o protilahld k uhlup Co‘l‘g o = 'a— COTg B = F

Funkcia sinus
Definicia: Funkcia sinus sa nazyva funkcia, ktora na mnoZzine R pre vSetky x € R priraduje yw.

PiSeme: y = sin x.
Pozn:
Pri pouZiti jednotkovej kruznice funkciu sinus urCujeme na osi y. MéZeme to odovodnit aj

definiciou funkcie sinus z pravouhlého trojuholnika:

sin a = protilahla odvesna / prepona=y /1=y

P

%

r=1

Grafom funkcie sinus je sinusoida.

(Jednotkova kruznica je kruznica, ktorej polomer je 1 jednotka, jej dizka je 2 .
1 radian je uhol, ktory na jednotkovej kruznici s vrcholom v strede kruZnice vytina obluk
dizky 1, plati 1 rad = 57°17’, ¢o je jednotka oblikovej miery).
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Vlastnosti funkcie y = sin x:

1. D(f)=R
H(f)=¢«1, 1
3. monotdnnost: rastuca < -rt/2 +2kr, it/2+2km >
klesajuca < t/2+2km, 3n/2+2kn >y, ke Z
4. parnost - neparnost: funkcia je neparnasin (-x) = - sin x, (graf je simerny podla
pociatku)

5. ohraniéenost: funkcia je ohrani¢ena na celom D(f) hodnotami -1, 1
6. extrémy: minimum ma funkcia v bode -rt/2 +2kn

maximum ma funkcia v bode /2 +2knt
7. Spojitost: spojita v R

Periodickost: funkcia je periodicka s zakladnou periédou p = 2r, plati

sin x = sin (x+2kmn)

N

oo

Funkcia kosinus
Definicia: Funkcia kosinus sa nazyva funkcia, ktord na mnozine R pre vSetky x € R priraduje

XMm-
PiSeme: y = cos X, COS X : X Xy

Pozn:

Pri poutziti jednotkovej kruznice funkciu kosinus uréujeme na osi x. MézZeme to odévodnit aj
definiciou funkcie kosinus z pravouhlého trojuholnika:

cos a = prilahld odvesna / prepona=x/1=x
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Grafom funkcie kosinus je kosinusoida.

Vlastnosti funkcie y = cos x :

1. D(f)=R
H(f) =¢«1, 1
3. monotdnnost: rastuca < rt +2kr, 2t +2kmn »
klesajlca < 2km, m+2kn >, ke Z
4. parnost-neparnost: funkcia je parna cos (-x) = cos x, (graf je simerny podla osi y)
5. ohraniéenost: funkcia je ohrani¢ena na celom D(f) hodnotami -1, 1
6. extrémy: minimum ma funkcia v bode it +2kn
maximum ma funkcia v bode 2kn
7. Spojitost: spojita v R
8. Periodickost: funkcia je periodicka s zakladnou periédou p = 2m, plati
€os X = cos (x+2km)

N

Funkcia tangens

Definicia: Funkcia tangens sa nazyva funkcia dana rovnicou y = sin x / cos x, x je rdzne od
1t/2+2km.

PiSeme: y =tg x

Pozn:

Pri pouZiti jednotkovej kruznice funkciu tangens uréujeme na priamke rovnobeZnej s osou y
a prechadzajucou 1 alebo -1 na osi x. Podla definicie z jednotkovej kruznice je funkcia
tangens dana: tg a = |AB| /1= |AB|
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Grafom funkcie kosinus je tangentoida.

R S ——
e = - --—-——--
A ——

(SIE
ul:a
lJ|w

1 -
/—n S 0 n 3gn 2r x

Vlastnosti funkciey =tg x :

1. D(f) =R-{(2k+1)rt/2}; ke Z

2. H(f)=R

3. monotdnnost: rastica na intervaloch (-nt/2 + ki, t/2 + kn)

4. parnost - neparnost: funkcia je neparnatg (-x) = - tg x(graf je siumerny podla
pociatku)

5. ohraniéenost: funkcia nie je ohrani¢ena na celom D(f)

6. extrémy: na D(f) neexistuju

7. Spojitost: nie je definovana pre (2k+1)m/2

8. Periodickost: funkcia je periodicka s zakladnou periédou p = m, plati

tg x = tg (x+km)
Funkcia kotangens

Definicia: Funkcia kotangens sa nazyva funkcia dana rovnicou y = cos x / sin x, x je r6zne od
krt.

PiSeme: y = cotg x
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Pozn:

Pri pouziti jednotkovej kruznice funkciu kotangensnurcujeme na priamke rovnobeznej s osou
X a prechadzajucou 1 alebo -1 na osi y. Podla definicie z jednotkovej kruznice je funkcia
tangens dand cotg a = |BC| /1 =|BC]|.

1B ¢otex C

e

Grafom funkcie kosinus je kotangentoida.

YA
y=cotg x
P
' 0 3 N
8 T X
- ) 5 T 5 T\ 2r

Vlastnosti funkcie y = cotg x :

D(f)=R-{kn}; ke Z
H(f)=R
monotoénnost: klesajuica na intervaloch (km, 1t + krt)
parnost - neparnost: funkcia je neparna cotg (-x) = - cotg x, (graf je simerny podla
pociatku)
ohranicenost: funkcia nie je ohrani¢ena na celom D(f)
extrémy: na D(f) neexistuju
Spojitost: nie je definovana pre knt
Periodickost: funkcia je periodicka s zakladnou periédou p = m, plati
cotg x = cotg (x+km).

PwnE

© No WU

Plati:
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Tabulka vyznaénych hodnét goniometrickych funkeii pre x €{0; 2x)

Y T A I A LA B A A B A A A A L (AR B LA R
X 6 4 3 2 3 4 6 6 + 3 2 3 4 6
0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°
sinx | 0 | 2| 2B B2 LB B B L
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1
cosx | 1 [ L2 Lo | L B B L | L s
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
tg x 0 % 1 S| ox | =3 -1 _g 0 % 1 NG x| =3] -1 _? 0
cotgx | * | 3 | 1 £ 0 —% -1 =3 = | 3 1 ? 0 —% —1 | =3 =
2
* znamend, Ze funkeia nie je pre dani hodnotu definovana
Pre vietky pripustné hodnoty x € R platia VZTAHY MEDZI GONIOMETRICKYMI FUNKCIAMI § ROVNAKYM ARGUMENTOM:
. 3 3 sinx cos X
sin“x +cos”x=1 tgx. cotgx=1 tgx= cotgx = —
COS X sinx




Ulohy na precviéenie

1. Dokazte, ze plati:

a) sin 20° = sin 740° b) cos 54° = cos(—1026°)
c) sin 80° = sin(—1000°) d) cos(—1750°) = cos 50°
e) tg 75° = tg(—105°) f) cotg(—541°) = cotg 359°

M = {2;— 0,45;\/4_,1;0,8;—0,56;—5,6;1,09;\/5;i}
2.Dana je mnoiina V3 . Ktory z jej prvkov
moze byt hodnotou funkcie?

a)y=sinx b) y = cos x c)y=tgx d) y = cotg x

3. Do ktorého z intervalov <O; %> <Z;7z>, <7z3—7z> <377[ 27r> patri x, pre ktoré plati:

2 2
a) sin x = 0,8 a zaroven cos x < 0; b) sin x <0 a zaroven cos x = —0,3;
c) tg x >0 a zadroven sin x > 0; d) cotg x < 0 a zaroven cos x > 0;
e) sin x <0 a zaroven cotg x < 0; f) tg x < 0 a zaroven cos x < 0.

4. Rozhodnite o pravdivosti nasledovnych vyrokov:

a)sin§7z<sin§7z b) sin5ﬂ<0
4 4 7
c) COS(—Eﬂj >0 d) cos(—z] > cos >
3 8 9
T T . T . T
tg— >tg— f) sin—= <sin—
e, >% ) sing=sing

5. Vypoditajte:

Vd
tg(_ j.cot g[_ j
a) cotggﬂ.tgllﬂ.cotggﬂ.tg(—m) b) 4 4
8 3 . 3
sin| =7 cos(—4r)
6. Usporiadajte podla velkosti Cisla:
a) sin 609, cos 609, tg 609, cotg 602

b) tg %7[ cot g (— %nj sin(-37), cos 27

7. Vintervale (—,37) naértnite grafy funkcii:

a) y=-cosx b) y=3.sinx c) y =sin 2x
d) y=2—cosx e)y:sin(x+%j f) y=|sinx|
. 1 1 . V4
g) y:sm(ZX—gnj h) y:COS(X—Zﬂ'j i) y:2.cos£0,5x+zj—l

8. Vypocitajte hodnoty ostatnych goniometrickych funkcii, ak:



a)cosx=0,6; Xxe [%ﬂ',ﬂ'j ;

b)sinx=E; Xe O,lﬂ' ;
13 2

3 3
c)cotgx=——; xe|—-n, 27 |;
4 2

4 3
dytgx=—; X , =TT .
) tg x 3 E(ﬂ' 272)



14.Goniometrické rovnice, nerovnice

Goniometrické rovnice su rovnice, ktoré okrem konstant obsahuju neznamu x alebo vyrazy
s neznamou x ako argumentmi niektorej z goniometrickych funkcii; f(sin x, cos c, tg x, cotg x)
=0

Zakladnou goniometrickou rovnicou s neznamou x je rovnica vtvare f(x)= ¢, kde f je
goniometrickd rovnica, c je redlne Cislo.

Moznosti rieSenia:

1. numericky (najcastejsie)
2. graficky

RozliSujeme rézne typy goniometrickych rovnic:
1. Z&akladné goniometrické rovnice v tvare F(x) = d
2. Goniometrické rovnice rieSené substiticiou prechodom na zakladnu rovnicu (linearnu
rovnicu).
3. Goniometrické rovnice rieSené substiticiou prechodom na kvadratickd rovnicu
4. Iné typy rovnic

1. Zakladné goniometrické rovnice v tvare F(x) = d

f(x)=c

RieSte: sinx=-%
Xo = T[/G
minusova hodnota mi hovori, Ze vysledny uhol bude v Ill. A IV. Kvadrante

lll. kvadrant: x; = 1t + 1t/6 = 711/6 + 2km
IV. kvadrant: x; = 2rt - /6 = 111/6 + 2knt

K ={7n/6 + 2kr, 111t/6 + 2kn}

2. Goniometrické rovnice rieSené substitiuciou prechodom na zakladni rovnicu
(linearnu rovnicu).

f(x+d) =c



Rieste: sin (x+30°) =v2/2

Pouzijeme substituciu a vyraz v zatvorke nahradime inou neznamou.
Subst: x+30°=y

siny =v2/2

Yo = 45°

Kladnd hodnota nam urcuje Ze vysledok bude v I. a Il. Kvadrante.

l. kvadrant:

y1 = 45° + k.360°
X1 + 30° = 45°+k.360°
x1 = 15°+ k. 360°

Il kvadrant
y> = 135° + k.360°
X, + 30° = 135°+k.360°

X, = 105°+ k. 360°

K ={15°+ k. 360°, 105°+ k. 360°}

3. Goniometrické rovnice rieSené substiticiou prechodom na kvadraticku rovnicu

. pri tomto type rovnic prevediem zloZitejSiu goniometrickd rovnicu na kvadraticku
rovnicu.
. po vyrieseni kvadratickej rovnice dostaneme CcCiastkové vysledky pre nezndamu vy,

nasledne sa vratime do substitucie a vypocitame hodnotu neznamej x.

1. obsahujtice jednu goniometricku funkciu

Rieéte: 2 cos’x + 7cos x +3 =0

Subst.
CoSX=y
2y* +7y + 3 = 0 - riedime klasickd kvadraticku rovnicu

D=b’-4ac=7*-4.23=25
y12=(-bxVD)/2a=(-7+Vv25)/2.2
y1=-3



y2=-1/2

cos x = -3 - nie je definované
cosx=-1/2

Xo = 60°

Minus ndm indikuje druhy a treti kvadrant.

Il. kvadrant: x; = 180°- 60°= 120° + k.360°
Ill. Kvadrant. x, = 180°+ 60°= 240° + k.360°

K ={120° + k.360°, 240°+ k. 360°}

4. obsahujlca viac goniometrickych funkcii

Pozn: Pri pocitani takejto rovnice sa snazime rovnicu upravit tak, aby sme dostali rovnicu iba
s jednou funkciou.

Rieste: 2sin’x — cos’x -4 sinx +2 =0

SnaZzime sa Upravami (pomocou goniometrickych vzorcov) dostat v rovnici iba jednu funkciu.
V tomto pripade mdzeme vyuzit vztah sin’x + cos’x = 1 (cos’x = 1 - sin’x)

2sin’x — (1 - sin’x ) -4 sinx+2=0
3sin’x-4sinx+1=0
Subst: sinx =y

3y2—4y+1=0
yi=1y,=1/3
sinx=1

x; = 90° + k.360°
sinx=1/3
kladné znamienko indikuje I. a Il. kvadrant

I. kvadrant: x, = 19°28°+k.360°
Il. kvadrant: x3 = 160°32"+k.360°

K ={90° + k.360°, 19°28"+ k. 360°, 160°32"+k360°}

5. Iné typy rovnic- napr. goniometrické rovnice v su¢inovom a podielovom tvare ziskané
Upravami



RieSte: sin 2x = cos 3x . sin 2x

sin 2x —cos 3x.sin 2x =0

- rovnicu nemozno delit vyrazom sin 2x, pretoZe by sa zUZil obor pravdivosti o koren x;.
sin2x.(1—-cos3x)=0

- dand rovnica sa bude rovnat nule, ak prva alebo druhd ¢ast sa bude rovnat nule.

sin2x=0 N 1-cos3x=0

subst: 2x =y 3x=z

siny=0 1l-cosz=0
cosz=1

y = k. z = 2kmn

2x = kmt 3x = 2kt

xp=kmt/2 X; = 2kmnt /3

K={kn/2, 2kn /3}

Goniometrické nerovnice nazyvame nerovnice, ktoré okrem konstant obsahuji nezndmu x
alebo vyrazy s neznamou x, ako argumenty jednej alebo niekolkych goniometrickych funkcii.

Pri rieSeni nerovnic postupujeme ako pri rieSeni goniometrickych rovnic. Vysledkom je
nejaky interval alebo skupina intervalov, ktoré zjednotime. Postupujeme bud numericky
alebo graficky. Na grafické rieSenie goniometrickych nerovnic pouzivame jednotkovu
kruznicu alebo graf danej funkcie.

Rieste: sin x>1/2

Transformujeme nerovnicu na rovnicu sin x = %. Jej korene sUx;= m/6ax;=
5n/6. Vyznacime ich na jednotkovej kruZnici.

Na jednotkovej kruznici hladdme hodnoty funkcie sinus, ktoré su vacsie alebo rovné ako %.

RieSenim nerovnice st hodnoty z intervalu «rt/6, 51/6>. Hodnoty sa opakuju s periédou 2k,
preto rieSenim danej nerovnice je interval «rt/6 +2kn, 51t/6+2krt »

Tento priklad moZeme riesit i graficky pomocou grafu goniometrickej funkcie sinus.

- na osi y vyznacime %.

- kedZe podla zadania hodnoty maju vacsie alebo rovné ako %, potom nas zaujima ta cast
grafu, ktora sa nachadza nad Urovriou %, teda to su intervaly od mt/6 po 5n/6, opakujlce sa
s periédou 2kn

- rieSenim tejto nerovnice je «nt/6 +2km, 51t/6+2km »



_\__x_=_s_i9_’s _________________ \4
f), | | ;\/21: X

.3 2
sin “xtcost x=1

Plati:

sin x
igx =

Cos X

CcosX
cotgx =

s X
tgxcotgr=1
S 2% = 251 XGOS X

cosCx=rcost x—sin X

2t
fglx= g};
1—-itgx
2
t -1
cotgdx= k-
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Ulohy na precviéenie
1. RiesSte v R rovnicu:

X 1
a)\/§.tgx=—3 b)25in§=\/§ c)c052x=—5
Bsin(-D=0 g (Gr-D=—3 sk =1

smx4— eg4x3— smx4—
T Vs T 1
g)cos (3x— —)=0,5 h) cotg (2x— —) =-1 i)tg (x + —)z—_\/g
2 4 3 3
2. RieSte v R:
Vs 5+sinx
a)z.\/gcotg(2x+—)=—2 b) —=3
3 1—sinx
c) cotg® x = \/§C0th d) 3.tg’x=1
1
e) 4.cos’x —4.cosx—3 =0 f) sinx+ — =2
sin x
3. RieSteVvR:
a)sin 2x+cosx=0 b) sin x —cos 2x=0
¢) 3.sin’x = cos’ x d)tgx—3 cotgx=0
4. Riedte vintervale (- 27,27):
a) 2.cos’x—cosx—1=0 b) 2.sin’x+3.cosx=0
c) tgx+cotgx=2 d) tg’x+3.cotg’x=4

5. Pouzitim jednotkovej kruznice urcte vSetky x € R, ktoré vyhovuju nerovnici:

a)sinx > ﬁ b)cosx<—3
2 -2

c)tgx >1 d)cotgx<\/§



15. Kombinatorika

Permutacie

Permutdcia n prvkov je kazda usporiadand n —tica vytvorend z tychto prvkov. Kazdy z n
prvkov sa v tejto n-tici vyskytuje prave raz. Jednotlivé permutdcie sa od seba liSia len
poradim prvkov.

P(n) =n!

Permutacie s opakovanim

n1 — pocet rovnakych prvkov 1. druhu

n, - pocet rovnakych prvkov 2. druhu

n3 - pocet rovnakych prvkov 3. druhu

n; - pocet rovnakych prvkov j-tého druhu
Plati: ny+ ny+ n3+...+nj=n

Variacie
Variacia k-tej triedy z n prvkov je kazda usporiadana k-tica ré6znych prvkov, vybranych z n-
prvkovej mnoziny. V k-tici zaleZi na poradi prvkov. V k-tici sa ani jeden z prvkov neopakuje.
Pocet variacii:

al

Pk n) =
Y

Variacie s opakovanim

Varidcia k-tej triedy z n prvkov s opakovanim je kazda usporiadana k-tica prvkov vybranych z
n-prvkovej mnoziny. V k-tici sa mézu prvky fubovolne opakovat.

Potet variacii s opakovanim: V*(k,n) = n®

Kombinacie k-tej triedy z n prvkov (bez opakovania)

Kombinacie k-tej triedy z n prvkov (bez opakovania) je kazda k-tica r6znych prvkov vybranych
z n prvkovej mnoziny (v k-tici nezalezi na poradi prvkov).

n xl
Clicni= =—
[ﬁ:J lr— ikl

Kombinacie k-tej triedy z n prvkov (s opakovanim)



Kombinacie k-tej triedy z n prvkov (s opakovanim) je kazda k-tica prvkov vybranych z n-
prvkovej mnoZiny (v k-tici nezdlezi na poradi prvkov a mézu sa v nej prvky lubovolne
opakovat).

A

‘n+k-1
AH —‘

Faktorial a kombinacné cislo
a) Ak pe Nonl=nn-Dn-23n-3). . 221, 0l
nl =nin-131

A neNkeZ' k=xn

by (a 3 1l
k) n—kikll

o
e
1

Binomicka veta

I
—

Lo . 1

=

;“Tu

Pre lubovolné a, b € R, n € N plati:

® g H 1-1 L g -1 g "
A+ B = A x?l B+ ﬁ B4+ + AR+ g
0 1 2 n—1 M

M, ='_1'R+l{kn 1Jﬂx—k+13k—1’k e N

Pascalov trojuholnik



Plati:



Ulohy na precviéenie

1.

10.

11.

12.

13.

Kolko rdznych 5 cifernych &isel je mozné vytvorit z &islic 1, 2, 3, 4, 5, aby sa kaida
opakovala iba raz?

Kolko rdznych 2 cifernych Eisel je mozné vytvorit z &islic 1, 2, 3, 4, 5, tak, aby sa kazda
opakovala iba raz?

Kol'kymi spésobmi je mozné vytvorit trojzvuk zo siedmych ténov?

Kolkymi spésobmi je moZné odmenit prvou, druhou a tretou cenou trinast ucastnikov
sutaze?

Na lavicke sedi 6 dievcat.
a) Kol'kymi spésobmi sa mézu presadit?
b) Kolkokrat sa mozu presadit ak dve chcu vidy sediet vedla seba?

Kolkymi spdsobmi si méze zhromazdenie 30 ludi zvolit svojho predsedu, podpredsedu
a pokladnika?

Kolko trikolér moZno zostavit z farieb : biela, modra, éervena a zelena?. Kazda farba sa
moze vyskytovat iba raz.

V 3kole je desat réznych predmetov. Denne sa vyucuje 5 réznych predmetov. Kolkymi
spésobmi je mozné zostavit rozvrh hodin?

Kolko réznych 5 cifernych ¢isel je moiné vytvorit z éislic 1, 2, 3, 4, 5, 6 (Cislice sa
v ¢islach nebudu opakovat) tak, aby:

a) Vsetky zacinali jednotkou a koncili Sestkou.

b) 1, 2, 3, boli vidy vedla seba, ale v lubovolnom poradi.

c) Aby boli delitel'né 2.

Kol'ko patprvkovych podmnozin je mozné vytvorit z mnoziny vietkych cifier?
a) Kol'ko z nich obsahuje cifru 7?

b) Kol'ko z nich neobsahuje cifru 3?

c) Kol'ko z nich neobsahuje ani 3 ani 7?

sevvs

Kol'ko éislic vdaésich ako 32 je moiné vytvorit z ¢islic 0, 1, 2, 3, 5, 8, za predpokladu, Ze
sa ziadna z Cislic neopakuje? Kol'ko z nich je neparnych?

Tréner futbalového muistva ma k dispozicii 3 brankarov, 5 obrancov, 8 zaloznikov a 10

utoénikov. Kolko réznych jedenastiek z nich mdze zostavit, ak vybera 1 brankara, 2
obrancov, 4 zaloznikov a 4 utocnikov?

Zjednoduste:
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16. Tedria pravdepodobnosti

. zaobera sa ur¢ovanim pravdepodobnosti nahodnych udalosti
. ak ma nejaky pokus n rovnako pravdepodobnych mozZnych vysledkov a pre k z nich
nastane udalost A, tak hovorime, Ze pravdepodobnost udalosti A je

k

A ==

n
. isté udalosti - také ¢o nastanu vidy (napr. kazdé rano vyjde sinko)
. nahodné udalosti - také udalosti, o ktorych s mensou/vacsou istotou mdzeme
predpokladat Ze sa stanu (napr. v piatok p6jdem k dedkovi)
. nemozné udalosti - také, o ktorych vieme Ze nemdzu nastat (napr. 14 rocné dieta
nedostane vodi¢sky preukaz)
. relativna poéetnost danej udalosti: podiel pocetnosti uréitej udalosti a celkového

poctu nahodnych pokusov (napr. 20x hodim kockou — uré relativnu pocetnost udalosti ,padla
trojka“!)


http://oskole.sk/userfiles/image/1mat/Zhrnutie_kombinatorika_stat_pravdepodobnost_jul_html_1377dcb4.gif

Ulohy na precviéenie

1. Z osemnastich listkov ocislovanych 1 - 18 vytiahneme ndhodne jeden listok. Aka je
pravdepodobnost, Ze na vytiahnutom listku bude:

a) parne cislo
b) Cislo delitelné 3
c) prvocislo

d) delitelné 6

2. Aka je pravdepodobnost Ze pri hode dvoma kockami (¢ervenej a modrej) padne:
a) sucet 8
b) sucet, ktory je delitelny piatimi

c) sucet, ktory bude parny

3. DIhodobé vyskumy na istom uzemi ukazali, Ze zo 100 000 deti sa 82 170 dozije 40 rokov
a 37 930 sa dotzije 70 rokov. Aka je pravdepodobnost, Ze ¢lovek, ktory sa doZije 40 rokov,
dozije sa aj 70 rokov?

4. V meste su Styri krizovatky so svetelnymi semaférmi. Kazdy z nich uvolfiuje alebo
uzatvara dopravu s rovnakou pravdepodobnostou 0,5. Aka je pravdepodobnost, Ze auto:
a) prejde prvou krizovatkou bez zdrzania

b) prejde prvymi dvomi krizovatkami bez zdrzania

c) prejde vSetkymi Styrmi kriZovatkami bez zdrzania.

5. V 32 hracich kartach su 4 esa a 12 figur (4 krali, 4 hornici a 4 dolnici). Aka je
pravdepodobnost, Ze nahodne vytiahnuta jedna karta bude eso alebo figura?

6. V Sestnastich flasiach su mineralky. Vieme, Ze v 10 flasiach je Slatina a v 6 flasiach
je Baldovska. Aka je pravdepodobnost, Ze medzi 4 ndhodne vybratymi flasami sa 2 Slatiny
a 2 Baldovské?



17. Zaklady statistiky

Statisticky subor— subor ktory je predmetom $tatistického zistovania, ¢o je uréenie
pozorovanych skutocnosti, (javov, udalosti), z hladiska napr. druhu ¢i ¢iselnej velkosti a pod.

Rozsah suboru - pocet prvkov stiboru
Statistické jednotky — jednotlivé prvky $tatistického suboru.

Statisticky znak —spolo¢na vlastnost prvkov suboru (jej premennost skimame). Hodnoty
znaku mozZu byt kvantitativne (vyjadrené sa Cislom — napr. vyska 120 cm)
alebo kvalitativne (slovné vyjadrenie — napr. farba vlasov — Cierna). Pocetnost znaku modze
byt absolttna a relativna (z 20 hodov kockou padla Sestka 3x - absolitna pocetnost: 3;
relativna pocetnost: 3/20).

Ak Statisticky subor rozdelime do mensich, rovnorodych casti - tried, hovorime
o Statistickom triedeni.

Statisticka tabulka - je tabulka, do ktorej zapisujeme zistené tGdaje pri $tatistickom skdimani.

Median — prostredna hodnota; (hodnota znaku prostredného prvku suboru, ak su tieto prvky
usporiadané podla velkosti)

Modus — najcéastejSie sa vyskytujuca hodnota v Statistickom subore.

Aritmeticky priemer— je sucet vSetkych hodnot vydeleny ich poctom. Zistujeme nim
priemernu hodnotu.
Xy t+x,+x5+ 0+ x,

n

xr=

Geometricky priemer - na rozdiel od aritmetického priemeru pouziva na koeficienty, napr.
pri vypocte priemerného rastu:

__n'f L L - L
X, = "'.-'le x Xg® vt X

-
r

Vyssie uvedené charakteristiky nazyvame charakteristiky polohy.
Charakteristiky variability
a) Variacné rozpatie R = Xmax - Xmin

b) Rozptyl (disperzia)
2

12 -
54 =—S"lx, — x|
o
c) Smerodajna odchylka
1.2 -
s=,—>"x —x!
®ia
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Na ilustraciu vysledkov pouZivame okrem tabuliek i rdzne grafy — napr. histogram — stipcovy
diagram, ktory znazoriuje rozloZenie pocetnosti. Grafické znazornenie nam umozni
rychlejSie a lahSie pochopenie suvislosti.
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Ulohy na precvienie

1. Dvoji¢ky Karolinka a Jakub si zaznadili do tabulky svoje skolské znamky, ktoré dostali
pocas celého polroka z urcitych predmetov :

matematika fyzika chémia Zemepis
Karolinka 1,23,1,1,52 331112 1,1,134.1 223154
Jakub 44,122 2222 55443433 | 11211121

Vypocitajte vysledni znamku strodencov z danych predmetov. Z kolkych predmetov
dostala na vysvedc¢eni Karolinka lepsiu zndmku ako jej brat Jakub?

2. Pri merani 63 Ziakov boli zistené nasledujtice tdaje o vySke a prislusShom pocte
ziakov:

sk podet VS podet WSk podet WSl podet

159 1 i6s 2 170 5 175 2

161 1 i6g 3 171 6 177 1

162 2 i67 2 172 7 178 4

163 1 168 4 173 9 179 2

164 2 isg 3 174 5 181 1

Urcte aritmeticky priemer, median, modus, rozptyl a smerodajnu odchylku vysky Ziakov.

3. Meranim v laboratdriu boli zistené nasledujtice dizky valéeka (v milimetroch): {302;
310; 312; 310; 313; 318; 305; 309; 310; 309}. Vypocitajte aritmeticky, geometricky
priemer, modus a median.

4, U 20 pracovnikoch sa zistoval mesaény zarobok v eurach. Vypocéitajte aritmeticky
priemer mesacnych zarobkov vsetkych pracovnikov. Vyuzite nasledujicu tabulku.

x; imterval stred intervalu
i) 201-720 610.5
3 721 -940 8305
4| 941-1160 10305
2| 1161 - 1380 12705
3 | 1381 - 1600 14905




